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Занятия № 1–2. 
Геометрический смысл производной

Цель занятия: применение геометрического смысла про-
изводной функции в данной точке к решению различных задач.

Справочный материал
Введем общие понятия, необходимые для получения геоме-

трического смысла производной.
Определение. Графиком функции f называется множество то-

чек с координатами (x; f(x)), где x ∊ D(f), y = f(x) – уравнение этой 
кривой.

Определение. Секущей графика функции f называется пря-
мая, соединяющая две любые точки графика.

Определение. Предельное положение секущей M0M к графи-
ку функции f, когда M приближается к M0 по данной кривой, на-
зывается касательной, проведенной к графику функции f в точке 
M0(x0;  y0), а точка M0(x0; y0) – точкой касания (рис. 1).

Определение. Нормалью графика функции f в точке M0(x0;  y0) 
называется прямая, перпендикулярная касательной, проведен-
ной в точке M0(x0;  y0) (рис. 1).

 

0 
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M0 
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α 

y 

x 

Рис. 1

Определение. Производной от данной функции называется 
конечный предел разностного отношения в данной предельной 
точке x0, если он существует:

  (  )     
    

 (     )   (  )
    

 
Геометрический смысл производной: значение производной 

f′(x0) равно тангенсу угла наклона касательной, составленного с 
положительным направлением оси OX, проведенной к графику 
функции в точке с абсциссой x0.

Уравнение прямой, проходящей через данную точку M0(x0;  y0) 
и имеющей угловой коэффициент k, имеет вид:

y – y0 = k(x – x0).

Исходя из геометрического смысла значения производной 
функции f в данной точке x, уравнение касательной, проведен-
ной к графику функции f в точке M0(x0;  y0), можно записать в виде:

Y – y0 = f′(x0)(X – x0), (1)

где y = f(x) – уравнение кривой, M(X; Y) – точка, принадлежащая 
касательной.

Так как нормаль, проведенная в точке M0(x0;  y0), перпендику-
лярна касательной, проведенной в той же точке, то угловые ко-
эффициенты этих прямых удовлетворяют условию:

k1· k2 = –1,

где k1 = f'(x0) – угловой коэффициент касательной, k2 – угловой ко-
эффициент нормали.

Учитывая это условие и выразив угловой коэффициент нор-
мали через значение производной функции f в точке x0, получим 
уравнение нормали, проведенной в точке M0(x0;  y0):

( ) ( )0
0

0
1 xX
xf

yY −
′

−=− . (2)
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Определение. Углом между кривыми называется наименьший 
угол между касательными, проведенными в точке пересечения 
кривых. 

Из аналитической геометрии известна формула нахождения 
тангенса угла между прямыми, заданными через угловые коэф-
фициенты:

     |            
|, 

 где k1 – угловой коэффициент прямой l1, k2 – угловой коэффици-
ент прямой l2. Исходя из геометрического смысла производной 
функции f в данной точке x и определения угла между кривыми, 
получим формулу вычисления угла между кривыми:

          |  
 
 ( )    ( )

     ( )    ( )
|    . (3)

Также при решении задач полезно использовать условие па-
раллельности двух прямых, заданных уравнениями с угловыми 
коэффициентами: две прямые параллельны, если их угловые ко-
эффициенты совпадают, то есть:

                     . (4)

Практическое занятие
1. Найдите угол наклона касательной к параболе y = x2 – 2x – 5 

в точках х = 0,5; х = 1; х = 1,5.
Решение:

Вычислим производную данной функции:
y' = (x2 – 2x – 5)' = 2x – 2.

Найдем значение производной в точке x = 0,5:
y'(0,5) = 2 · 0,5 – 2 = –1.

Тогда: 

       (  )       
 

Производим аналогичные вычисления в точках х = 1, х = 1,5.
Ответ:   

      
 
 . 

2. В какой точке касательная к параболе y = – x2 + 2x – 3 накло-
нена к оси Ох под углом 0°, 45°?

Указание: найти производную данной функции и решить урав-
нения:

  ( )            ( )           
 

3. В какой точке касательная к кривой y = lnx параллельна 
прямой у = х – 1, у = 2х – 3?

Указание: касательная к кривой y = f(x) параллельна прямой  
y = ax + b в точке x0, если она является решением уравнения 
f'(x) = a.

4. Найдите точки, в которых касательные к кривым y = x3 – x – 1,  
y = 3x2 – 4x + 1 параллельны.

Указание: используя условие параллельности двух прямых 
(ф. 4), решить уравнение:

f'1(x) = f'2(x).

5. Под каким углом синусоида пересекает прямую  у =     ?
Указание: найти точки пересечения кривой у = sinx и прямой 

 у =     , решив уравнение      
 
   у =     , вычислить значения произ-

водной функции y = sinx в полученных точках, далее смотри ре-
шение задания № 1.

6. Найдите углы, под которыми пересекаются кривые xy = 8,  
x2 – y2 = 12. 

Указание: найти точку пересечения данных кривых; вычислив 
производные явных функций, заданных данными уравнениями, 
применить формулу (ф. 3).

7. В уравнении параболы y = x2 + bx + c числа b, с определить 
так, чтобы она касалась прямой у = 2х – 1 в точке х = 1.

Указание: прямая y = ax + l касается кривой y = f(x) в точке  
x = m, если имеет решение система уравнений:
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{ ( )         ( )     

 
8. В уравнении параболы y = ax2 + bx + c числа a, b, с опреде-

лить так, чтобы она касалась прямой у = х в точке х = 1 и проходи-
ла через точку (–1; 0).

Указание: yчитывая условие касания кривой y = f(x) и прямой  

y = ax + l в точке x = m, получаем два уравнения:  {                 
 

 

Третье уравнение получаем из условия прохождения параболы 

через точку (–1; 0): a – b + c = 0. Для определения чисел a, b, c ре-
шаем систему:  

 {
        
        
       

 

 
9. Написать уравнение прямой, проходящей через точку 

(2; –1) и касающейся кривой y = x2 – 4.
Указание: найти производную функции y = x2 – 4 в общем виде; 

используя (ф. 1), где X = 2, Y = –1, y0 = x0
2 – 4,y'0 = 2x0, получить урав-

нение для определения точки касания, затем записать уравнения 
касательных в данных точках касания.

10. Написать уравнение нормали к параболе y = x2 + 4x +1, 
перпендикулярной прямой, соединяющей начало координат с 
вершиной параболы.

Указание: составить уравнение прямой, соединяющей вер-
шину параболы с началом координат, найти угловой коэффици-
ент этой прямой; учитывая условие перпендикулярности двух 
прямых, найти угловой коэффициент нормали; найти произво-
дную функции y = x2 + 4x + 1; найти точку касания, в которой про-
водится нормаль, затем записать уравнение нормали.

11. Профиль автомобильного моста имеет форму параболы с 
осью, проходящей вертикально через середину моста, длина ос-

нования которого равна 120 м, высота центральной части 10 м. 
Каким должен быть наклон насыпи на обоих концах моста?

Указание: составить уравнение параболы, форму которой 
принимает профиль моста, вычислить производную этой функ-
ции и найти угол наклона касательной на концах моста. 

12. Число х = 1 не является корнем уравнения          
 

  , 
но является корнем уравнения, полученного из производных его 
левой и правой частей. Объяснить геометрический смысл ука-
занного факта.

13. Найдите площадь треугольника, образованного биссек-
трисами координатных углов и касательной к кривой    √      
в точке х = 3.

14. Указание: так как треугольник, образованный биссектри-
сами координатных углов и касательной к данной кривой, явля-
ется прямоугольным, то его площадь равна половине произве-
дения катетов. Найти уравнение касательной к данной кривой в 
данной точке, найти координаты точек пересечения касательной 
с биссектрисами координатных углов, найти длины катетов об-
разованного треугольника.

15. Окружность К радиуса 1 с центром С на положительной 
полуоси Оу касается параболы y = x2. Найдите точку касания и по-
ложение центра окружности С.

Указание: условие касания двух кривых имеет вид:

{   ( )    ( )    ( )     ( ) 
 

 
Составить уравнение окружности по заданным условиям, 

найти точку касания окружности и параболы, положение центра 
окружности.

16. Найдите уравнения прямой, проходящей через точку 

А(      , касающейся графика функции     
 

     и пересе-

кающей в двух различных точках график функции   √     .

.
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Решение:
Чтобы найти уравнение касательной к графику функции 

     
   , , необходимо найти производную этой функции и 

воспользоваться тем, что эта касательная проходит через точку 

А(      , применяем формулу (ф. 1).

   (  
 

   )
 
      

    
   
             

           

  (   
 

   )     (
 
    )  

 
Решая уравнение, получаем две точки касания:

x0 = 0, x1 = 1.

Находим уравнения касательных к графику функции  

      
     в этих точках и проверяем выполнение условия 

 

 

-2 2 0 1
1

x 

y 

А 2 

-1 

1 

Рис. 2

пересечения графика функции   √        в двух различных 

точках.
В первом случае получаем одну точку пересечения:

             
   √       

x = 0. 
 

Только во второй точке касания касательная пересекает 
окружность в двух различных точках.

             
 
   

      √   
    

             
                   

     
 

          

Ответ:          
17. Определить угол между левой и правой касательной к 

кривой           
  

      в точке х = 1.

Решение:

Находим производную функции           
       .

   (        
    )

 
        
      √       

        
      |    |   

 
Производная не определена в точках х = 1, х = –1, которые на-

зываются угловыми.
 

|    |  {   
       | |    

          | |     
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Поэтому:  

   {
 

          | |    

   
          | |    

 

 
Угловые коэффициенты левой и правой касательной к кривой 

в угловой точке равны соответственно значениям левой и пра-
вой производной в этой точке. Таким образом:

 
      ( )          ( )      

            
 
          (  )    

 
   

         
 
   

 

Ответ:    
 . 

 

Рис. 3

Самостоятельная работа: индивидуальное задание № 1.
8 

 

x = 0. 
         Только во второй точке касания касательная пересекает окружность в двух различных 
точках. 

             
 
   

      √   
    

             
                   

     
          Ответ:       

   
       16. Определить угол между левой и правой касательной к кривой            

       в 
точке  х = 1. 

Решение. 
       Находим производную функции           

     . 

   (        
    )

 
        
      √       

        
      |    |   

Производная не определена в точках х = 1, х = -1, которые называются угловыми.  

|    |  {   
       | |    

          | |     
Поэтому  

   {
 

          | |    

   
          | |    

 

Угловые коэффициенты левой и правой касательной к кривой в угловой точке равны соот-
ветственно значениям левой и правой производной в этой точке. Таким образом, 

                          
            

 
                 

 
   

         
 
   

Ответ:    
 . 

 
 

Рис. 3 
 

Самостоятельная работа: индивидуальное задание № 1 
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Занятие № 3.  
Касательная и нормаль к кривой, заданной  

параметрическими уравнениями

Цель занятия: получение уравнений касательной, нормали 
и нормальной плоскости к кривой, заданной параметрическими 
уравнениями, и их применение к решению задач.

Справочный материал
Пусть функция задана параметрическими уравнениями: 

 

{    ( )    ( )        [   ]  

Если функции 

 
 

 ( )  ( )  дифференцируемы, то производная 
функции y = f(x) вычисляется по формуле:

 
 

                                                                 
          

         (1)

Используя формулу 1 из занятий № 1–2, при t = t0 получаем 
уравнение касательной к графику функции, заданной параметри-
ческими уравнениями, в точке касания 

 
 

( (  )  (  ))  

 
 

( (  )  (  )) : 
 

   (  )  
  (  )
  (  )

(   (  )), 
 

или в симметрической форме: 
 

       (  )  (  )
    (  )

  (  )
. 
 . (2)

Уравнение нормали, проведенной в этой же точке, имеет вид: 
 

  (  )(   (  )    (  )(   (  ))                      (3)
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Пусть функция задана тремя параметрическими уравнениями:
 
 

{
    ( ) 
   ( ) 
   ( ) 

  [   ]  

 
Если функции (φ(t), ψ(t), 0(t) дифференцируемы, то касатель-

ная к графику функции, заданной параметрическими уравнения-

ми, в точке (φ(t0), ψ(t0), 0(t0)) имеет канонический вид:

   (  )
  (  )

    
(  )

  (  )
    

(  )
  (  )

  (4)

Существует нормальная плоскость, проведенная в этой же 
точке:

 φ'(t0)(X – φ(t0) + ψ'(t0)(Y – ψ(t0)) + 0'(t0)(Z – 0(t0) = 0. (5)

Практическое занятие
1. Найдите угловой коэффициент касательной к кривой и 

угол наклона касательной к кривой в точке:

      а)  {                          
√ 
  . 

      б)  {   
 

         при t = 1. 

 
Решение:

а) Вычислим значение параметра t, при котором        √ 
  : 

 
 

       √ 
  : 

 

{
        

       √   
 

       
 

{
        

       √   
 

       
 

Вычислим производные функций φ(t), ψ(t):

{ 
         
         

 
Тогда: 

  
   

  
    

    
       

 
         

 
Отсюда:

      ( 
 
 )   

 
      ( 

 
 )  

 
 √ 

  

                  (  
 √ ) . 

 

Ответ: :       
 √            (

 
 √ )  

2. Составьте уравнение касательной и нормали к кривой в 
точке:

      а) {
     

     

      
     

    
    

   
  . 

 
Указание: найти значение параметра t, соответствующее коор-

динатам точки, вычислить значение производных функций φ(t), 
ψ(t) при этом значении параметра, воспользоваться формулами 
(ф. 2), (ф. 3).
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      б) {      
  

           при           
 

Указание: найти координаты точки касания, соответствующие 
каждому значению параметра, вычислить значение произво-
дных функций φ(t), ψ(t) при этом значении параметра, воспользо-
ваться формулами (ф. 2), (ф. 3). 

3. В каких точках кривой, заданной параметрическими урав-
нениями, касательная параллельна прямой l :

{    
            
          

 

при этом l параллельна оси Оу, Ох.
Решение:

Пусть l параллельна оси Оx. Вначале найдем производные х', у':
 

                 
         

 
Тогда: 

       
  
   

    
            

 Угловой коэффициент оси Ох равен 0, поэтому получаем урав-
нение:

    
              

 
которое имеет единственный корень t = – 

 
  . Этому параметру со-

ответствует точка М с координатами х = –9,5, у = 0,75.
Пусть l параллельна оси Оy. Эта прямая перпендикулярна оси 

Ох. Поэтому ее угловой коэффициент равен ∞. Для получения то-

чек касания необходимо решить уравнение:

 
     

 
или           

        
 

которое равносильно уравнению:
6t2 – 18t + 12 = 0.

Получаем два значения параметра: t1 = 1, t2 = 2. Первому зна-
чению параметра t соответствует точка M1(4; 3), второму – точка 
М2(–5; 7).

Ответ: М (–9,5; 0,75), М1(4; 3), М2(–5; 7).

4. Найти угол между касательными к эллипсу x = 2cost, y = 3sint,  

в точках    
 
   ,    

 
   

Указание: найти угловые коэффициенты касательных к эллип-

су в точках, соответствующих значениям параметров    
 
   , 

   
 
   , для вычисления угла между касательными в этих точках 

воспользоваться формулой (ф. 3) из занятий № 1–2.
5. Составить уравнение касательной и нормальной плоско-

сти к кривой в точке, соответствующей значению параметра t:

{
        
        
     

 

 

Указание: применить формулы (ф. 4) и (ф. 5) из занятия № 3.
6. В каких точках касательная к кривой параллельна плоско-

сти a:
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{
        
      

        
               

 
Указание: вычислить производные функций φ(t), ψ(t), 0(t) для 

нахождения значения параметра t, при котором касательная к 
кривой параллельна плоскости, используем условие перпенди-
кулярности двух векторов (их скалярное произведение равно 
нулю), один из них вектор (x’, y’, z’), другой – вектор нормали к пло-
скости (A, B, C) , где A, B, C – коэффициенты уравнения плоскости 
Ax + By + Cz + D = 0.

Самостоятельная работа: индивидуальное задание № 1.

Занятие № 4.  
Доказательство неравенств с помощью 

производной

Цель занятия: применение достаточного условия строгой 
монотонности функции для доказательства неравенств.

Справочный материал
Определение. Функция называется возрастающей (убываю-

щей) на данном числовом промежутке, если большему значению 
аргумента из этого промежутка соответствует большее (мень-
шее) значение функции. 

Достаточным признаком возрастания (убывания) дифферен-
цируемой функции на отрезке [a, b] является положительность 
(отрицательность) значений производной на интервале (a, b). По-
этому получается следующее применение производной для до-
казательства неравенств.

Теорема. Пусть функции f и g непрерывны в любой точке про-
межутка [a, b) и имеют производную в любой точке интервала  
(a, b). Для того, чтобы доказать неравенство f(x) < g(x), необходи-
мо и достаточно проверить истинность  каждого из неравенств:

f(a) < g(a),    f '(x) < g'(x).

Практическое занятие
Доказать неравенства:
1. ex > 1 + x, x > 0.

2. 1.   (   )   
         

 
 

 

3. 1.        
    

 
   

 
4. 1.                     

 
5. 1.          

 ,      
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6. 1.     
    (   )         

 Решение:
1. ex > 1 + x, x > 0.
Проверим достаточные условия теоремы для доказательства 

неравенства:

               
(  )     (   )     
                    

 

Самостоятельная работа: домашнее задание № 1.
Доказать неравенства:

1.  √     
       

2.     
              

 

Занятие № 5. 
Задачи на применение производной

Цель занятия: применение физического смысла произво-
дной для решения задач.

Справочный материал
Механический смысл производной: значение производной в 

точке t0 от функции S = f(t), задающей закон движения точки, рав-
но мгновенной скорости движения, то есть:

     (  )    (  )  
 Поэтому справедливы формулы для силы тока I(t), угловой 

скорости ω(t), плотности стержня ρ(l), ускорения движения a(t):

I(t) = q'(t), (ф. 1)

ω(t) = φ'(t), (ф. 2)

ρ(l) = m'(l), (ф. 3)

a(t) = v'(t) (ф. 4)

где q(t) – количество электричества, протекающего через прово-
дник, φ(t) – угол поворота шкива, m(t) – масса стержня, v(t) – ско-
рость движения тела.

Для решения задач необходимы также достаточные условия 
строгой монотонности функции, а также достаточные условия су-
ществования точки экстремума функции.

Для того, чтобы дифференцируемая функция была возрастаю-
щей (убывающей) на числовом промежутке, необходимо и доста-
точно, чтобы производная на этом числовом промежутке была 
положительной (отрицательной).

Для того, чтобы дифференцируемая функция имела экстре-
мум в данной точке, достаточно, чтобы производная в этой точке 
была равна нулю или не существовала, а знак производной изме-
нялся на противоположный при переходе через эту точку.
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Практическое занятие
1. На каждом из рисунков 4, а–и изображены графики зависи-

мости от времени координаты x(t) и скорости v(t) материальной 
точки, движущейся по квадратичному закону вдоль координат-
ной прямой. Восемь из девяти графиков скорости неверные. Ука-
жите, какие именно. В чем состоят допущенные ошибки? Найдите 
правильный рисунок.
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Рис. 4

Решение:
Материальная точка движется вдоль координатной прямой 

по квадратичному закону x(t) = ρt2 + qt + r. Графиком квадратич-
ной функции является парабола. Направление ветвей параболы 
зависит от знака старшего коэффициента: если старший коэффи-
циент p положителен, то ветви направлены вверх, а если отрица-
телен, то ветви направлены вниз. 

Скорость движения этой материальной точки равна значению 
производной функции x(t), исходя из физического смысла произ-
водной, поэтому:

v(t) = 2ρt + q.

Графиком этой функции является прямая, монотонность ко-
торой зависит от знака старшего коэффициента 2ρ: функция воз-
растает, если старший коэффициент положителен, и убывает, 
если он отрицателен.

Таким образом, параболе с ветвями, направленными вверх 
или вниз, соответствует прямая, возрастающая или убывающая 
и пересекающая ось Ох в точке t0, являющейся точкой минимума 
квадратичной функции.

Ответ: правильный рисунок 4, и.
2. На каждом из рисунков 5, а–д схематически изображены 

графики зависимости от времени координаты x(t), движущейся 
вдоль координатной прямой по такому же закону, как и в зада-
че 1. Известно, что при построении некоторых графиков ускоре-
ния допущены ошибки. Укажите, какие из рисунков правильные, 
а какие нет. В чем заключаются допущенные ошибки? Нарисуйте 
правильные графики.
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a 
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a 
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Рис. 5

Решение:
По формуле (ф. 4) получаем, что a = 2ρ, то есть ускорение явля-

ется постоянной функцией, значение которой равно удвоенному 
старшему коэффициенту квадратичной функции. Поэтому пра-
вильным является рисунок 2, г.

Ответ: правильный рисунок 2, г.
3. На каждом из рисунков 6, а–в изображен график зависи-

мости от времени ускорения a(t) движущейся прямолинейно ма-
териальной точки. Ученик попытался, опираясь на этот график, 
построить один из возможных графиков скорости v(t) движения 
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этой же точки. Однако при этом он допустил ошибки. Найдите 
ошибки. Нарисуйте правильные графики скорости.
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a 
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Рис. 6

Указание: использовать условие знакопостоянства функции и 
достаточные условия возрастания и убывания функции.

4. Через поперечное сечение проводника протекает заряд. 
График зависимости заряда q от времени представлен на рисун-
ке 7, а. Используя этот график, ученик изобразил график силы 
тока I(t) в проводнике (рис. 7, б). Верен ли график?
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Рис. 7

Указание: записать функцию, график которой представлен на 

рисунке 7, а, вычислить производную этой функции, построить 
график производной. Убедиться в верности графика 7, б.

5. На рисунке 8 изображен график скорости тела, брошен-
ного вертикально вверх с высоты 20 м в первые 5 с движения. 
Используя данные, показанные на рисунке, постройте график за-
висимости от времени высоты h(t) тела над Землей.

Указание: воспользоваться достаточным признаком возраста-
ния и убывания функции.
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6. На рисунке 9 изображен график зависимости координа-
ты материальной точки, движущейся по квадратичному закону 
вдоль координатной прямой, от времени. Пользуясь данными, 
показанными на рисунке, определите значение скорости  v точки 
в момент t = 2 с.

Указание: воспользоваться геометрическим смыслом произ-
водной в данной точке.

7. Маховик, задерживаемый тормозом, за t секунд повора-
чивается на угол φ = φ(t) радианов. Используя график функции 
(рис. 10), оцените по графику угловую скорость в момент време-
ни t = 3 с.

Указание: воспользоваться достаточным условием возраста-
ния и убывания функции.

8. На рисунке 11 изображен график скорости v = v(t) прямо-
линейно движущейся материальной точки. Можно ли, используя 
этот график, построить график ускорения a = a(t) той же точки?

Указание: воспользоваться достаточным условием существо-
вания точки экстремума функции.

9. На рисунке 12 изображен график зависимости массы не-
однородного стержня от его длины. Используя данный график, 
попробуйте определить линейную плотность стержня в точке  
l = 4 м.
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Рис. 12

Указание: воспользоваться формулой (ф. 3).

Занятие № 6.  
Физический смысл производной

Цель занятия: применение физического смысла произво-
дной для решения задач.

Справочный материал
Механический смысл производной: значение производной в 

точке t0 от функции S = f(t), задающей закон движения точки, рав-
но мгновенной скорости движения, то есть:

     (  )    (  )  
 

Поэтому справедливы формулы для силы тока I(t), угловой 
скорости ω(t), плотности стержня ρ(l), ускорения движения a(t):

I(t) = q’(t), (ф. 1)

ω(t) = φ’(t), (ф. 2)

ρ(l) = m’(l), (ф. 3)

a(t) = v’(t) (ф. 4)

где q – количество электричества, протекающего через прово-
дник, φ – угол поворота шкива, m – масса стержня, v – скорость 
движения тела.

Сила, действующая на тело, вычисляется по формуле:

F = ma. (ф. 5)

Для решения домашнего задания необходима формула кине-
тической энергии тела:

    
 

   
 

Практическое занятие
1. Зависимость пройденного телом пути  от времени дается 
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формулой s = 1 + 2t + t2(м). Найти скорость и ускорение через 2 с 
после начала движения.

Указание: воспользоваться механическим смыслом произво-
дной и формулой (ф. 4).

2. Точка движется по закону s = a + bt + ct2. Найти силу, дей-
ствующую на точку.

Указание: воспользоваться  механическим смыслом произво-
дной и формулами (ф. 4), (ф. 5).

3. Тело движется прямолинейно в вертикальном направлении 
по закону s = 2 + 9t – 5t2. Определите: а) начальную скорость и на-
чальное положение по отношению к земле; б) время приземления; 
в) скорость в момент приземления; расстояние от наибольшей точ-
ки, в которую поднимется тело, до земли; г) момент времени, когда 
абсолютная величина скорости будет наибольшей; д) промежуток 
времени, когда тело движется вертикально вверх; е) промежуток 
времени, в течение которого значение скорости было отрицательно.

Указание: 
а) вычислить s(0), производную закона движения, затем v(0);
б) решить уравнение s(t) = 0. (ф. 6)
в) вычислить скорость в момент времени t, являющимся кор-

нем уравнения (ф. 6); решить уравнение v(t) = 0, получить корень 
t = c; вычислить s(c);

г) данный момент времени – это момент приземления;
д) найти длину промежутка времени, когда скорость положи-

тельна;
е) вычислить длину промежутка времени, когда тело падает.
4. Лестница длиной a, прислоненная к вертикальной стене, 

падает, скользя одним концом о стену, а другим о пол. С какой 
скоростью опускается верхний конец в момент, когда нижний ко-
нец, отодвигающийся от стены с постоянной скоростью v, отсто-
ит от нее на расстоянии b?

Указание: получить функцию, описывающую зависимость по-
ложения верхнего конца лестницы от времени при отодвигании 
нижнего конца от стены, вычислить производную этой функции.

5. Постройте график скорости движения, если закон движе-
ния задан следующим образом:

s(t) ={  
 
  
           

                
 

 

 
s(t) ={  

 
  
           

                
 

 
Указание: найти производную функции и построить ее график.
6. Камень, брошенный в пруд, вызывает ряд концентриче-

ских волн. С какой скоростью возрастает площадь, захваченная 
волной к концу второй секунды, если радиус волны возрастает 
со скоростью 2 м/с?

Указание: воспользоваться формулой площади круга S = πr2, 
где r – радиус круга.

7. Имеется тонкий неоднородный стержень АВ длиной 20 см. 
Известно, что для любой его точки С, отстоящей от точки А на рас-
стояние l см, масса части АС определяется по формуле: m = 3l + 5l. 
Найдите линейную плотность: а) в точке, отстоящей от точки А на 
5 см; б) в самой точке А; с) в конце стержня. 

Указание: воспользоваться формулой (ф. 3).

Самостоятельная работа: домашнее задание № 2.

Вариант № 1
1. Точка движется прямолинейно так, что ее расстояние s от 

начального пункта через t с равно .164
4
1)( 234 tttts    В ка-

кие моменты точка была в начальном пункте? В какие моменты 
ее скорость равна нулю?

2. Тело массой 3 кг движется прямолинейно по закону s = 1 + 
t + t2, где s – в сантиметрах, t – в секундах. Определить кинетиче-
скую энергию тела через 5 с после начала движения.

Вариант № 2
1. Угол α поворота шкива в зависимости от времени t задан 

функцией α(t) = t2 + 3t – 5. Найти угловую скорость при t = 5с.
2. Тело массой 4 кг движется прямолинейно по закону  

s = 1 + t + t2, где s – путь в сантиметрах, t – время в секундах. Опреде-
лите кинетическую энергию тела через 3 с после начала движения.
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Вариант № 3
1. Колесо вращается так, что угол поворота пропорционален 

квадрату времени. Первый оборот был сделан колесом за 8 с. 
Найти угловую скорость ω через 32 с после начала движения.

2. Точка массы m колеблется по оси Ох так, что в момент вре-
мени t ее отклонение x от положения равновесия определяется 
уравнением х = Аe–atcos(at + b). Найти скорость движения точки и 
действующую на нее силу.

Вариант № 4
1. Угол θ, на который поворачивается колесо через t с, равен  

θ = at2 – bt + c, где а, в, с – положительные постоянные. Найти угло-
вую скорость ω движения колеса. Через сколько времени угло-
вая скорость будет равна нулю?  

2. Из пункта О по прямым, образующим между собой угол в 60°, 
движутся два тела. Первое движется равномерно со скоростью 
5 км/ч, закон движения  второго тела s(t) = 2t2 + t. С какой скоростью 
они удаляются друг от друга в момент времени t = 2 час?

Вариант № 5
1. Количество электричества, протекшее через проводник, 

начиная с момента времени t = 0, дается формулой Q = 2t² +3t +1 
(кулонов). Найти силу тока в конце пятой секунды.

2. Одна материальная точка движется по закону s1(t) = t3 – t2 +

+ 3t – 1, другая – по закону 105
2
1

3
1)( 23

2  tttts  , где t – в се-

кундах, s1 и s2 – путь в метрах. Определите ускорение движения в 

тот момент, когда их скорости равны.

Вариант № 6
1. Резервуар, имеющий форму полушара с внутренним ради-

усом R м, наполняется водой со скоростью Q л/с. Определить ско-
рость повышения уровня в резервуаре в момент, когда он будет 
равен 0,5R м. 

2. Точка движется прямолинейно под действием постоянной 

силы с ускорением 2 м/с² и с нулевой начальной скоростью. Че-
рез 3 с после начала движения сила прекращает действовать и 
точка начинает двигаться равномерно с набранной скоростью. 
Найдите закон движения точки и постройте график движения.

Вариант № 7
1. Точка совершает прямолинейное колебательное движение 

по закону x = Asin ωt. Определить скорость и ускорение движе-

ния в момент времени
 

2
t  .

2. Радиус шара r равномерно возрастает со с коростью 2 см/с. 
С какими скоростями возрастает поверхность и объем шара? Ка-
ковы будут эти скорости в момент, когда r достигнет 10 см?

Вариант № 8
1. Зависимость количества Q вещества, получаемого в хи-

мической реакции, от времени t определяется формулой 
Q = f(1 + be–mt). Определить скорость реакции.

2. Распад радия совершается по закону R = R0e–kt, где R0 – коли-
чество радия в начальный момент t = 0, R – количество нераспав-
шегося радия в момент времени t. Определите скорость распада 
радия в момент вр емени t. Покажите, что скорость распада про-
порциональна количеству радия.

Вариант № 9
1. Точка движется по параболе у = 5 – х² так, что ее абсцисса х  

изменяется с течением времени t по закону х = аt². С какой скоро-
стью изменяется ордината точки?

2. Точка движется по закону 234 164
4
1)( tttts   . Установите, 

остановилась ли она в пути; если остановилась, то в какой мо-
мент времени. 

Вариант № 10
1. Зависимость пройденного телом пути s от времени t дает-
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ся формулой s = 2t – 3t² + 4t³ (м). Найти расстояние, пройденное 
телом, скорость и ускорение тела через 2 с после начала дви-
жения.

2. При торможении маховик за t секунд поворачивается на 
угол φ(t) = 5 + 6t – t² радиан. Найдите: а) угловую скорость вра-
щения маховика в момент времени t = 2 c; б) угловое ускорение 
в момент времени t и в момент времени, когда вращение пре-
кратится.

Вариант № 11
1. Зависимость пройденного телом пути s от времени t дается 

уравнением s = 6 – 3t + 2t². Найти скорость и ускорение тела при 
t = 4 c.

2. При торможении маховик за t секунд поворачивается на 

угол ( ) 265 ttt −+=ϕ  радиан. Найдите: а) угловую скорость вра-

щения маховика  в момент времени ct 2= ; б) угловое ускорение 
в момент времени t , когда вращение прекратится.

Вариант № 12
1. Лестница длиной ℓ в момент времени t = 0 стоит вертикаль-

но, прислоненная к стене. В этот момент нижний конец начина-
ет равномерно отодвигаться от стены со скоростью v. Найдите: 
а) высоту верхнего конца в момент времени t; б) скорость, с ко-
торой этот конец опускается в момент времени t.

2. По прямой движутся  две точки, имеющие законы движе-
ния s1(t) = 3t + 1 и s2(t) = t² + 3 (s – в сантиметрах, t – в секундах). С 
какой скоростью движутся эти точки в момент их встречи?

Вариант № 13
1. Человек ростом 1,72 м удаляется от источника света, нахо-

дящегося на высоте h(h > 1,72), со скоростью 6 км/ч. Определите 
скорость перемещения тени его головы.

2. Тело массой в 3 кг движется прямолинейно по закону  
s = 1 + t + t², s – в сантиметрах, t – в секундах. Определить кинети-
ческую энергию через 5 с после начала движения.

Вариант № 14
1. Точка движется прямолинейно так, что ее расстояние s от 

начального пункта через t с равно  234 164
4
1)( tttts   . В ка-

кие моменты точка была в начальном пункте? В какие моменты 
ее скорость равна нулю?

2. Тело массой 4 кг движется прямолинейно по закону   
s = 1 + t + 2t², где s – путь в сантиметрах, t – время в секундах. 
Определите кинетическую энергию тела через 3 с после начала 
движения.

Вариант № 15
1. Колесо вращается так, что угол поворота пропорционален 

квадрату времени. Первый оборот был сделан колесом за 8 с. 
Найти угловую скорость ω через 32 с после начала движения.

2. Точка массы m колеблется по оси Ох так, что в момент вре-
мени t ее отклонение от положения равновесия определяется 
уравнением х = Ae–atcos(at + b). Найти скорость движения точки и 
действующую на нее силу.

Вариант № 16
1. Точка движется по закону s = a + bt + ct². Найти силу, дей-

ствующую на точку.
2. Тело движется прямолинейно в вертикальном направлении 

по закону h(t) = 2 + 9t – 5t². Определите начальную скорость и 
начальное положение по отношению к земле. Приземлится ли 
тело? Если да, то через сколько секунд после начала движения? 
Определите скорость тела в момент приземления. 
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Решение:
Участок имеет форму прямо-

угольника со сторонами х и у 
(рис. 13). Его площадь равна:

S = x · y,

а длина забора Р = 2х + у. Выразим 
переменную у через площадь S и 
переменную х:

   
 . 

Отсюда  ( )        
 . 

 
.

Вычислим производную:   ( )    
   
       

Решаем уравнение: P'(x) = 0.

           
 x1 = 20, x2 = – 20.

Второй корень не удовлетворяет условию отрицательности зна-
чения, поэтому проверяем, является ли точкой минимума x = 20.

P'(10) < 0, P'(30) > 0.

Таким образом, длина забора наименьшая, когда x = 20 и у = 40. 
Ответ: 20 м, 40 м, 20 м.
2. Найти размеры цилиндрической закрытой цистерны с за-

данным объемом V и с наименьшей полной поверхностью.
Указание: воспользоваться формулами объема цилиндра и пло-

щади полной поверхности, проверить, что найденная точка являет-
ся точкой минимума, вычислить радиус и высоту цилиндра.

3. Выбрать место постройки моста через реку, чтобы длина 
дороги между двумя пунктами, расположенными по разные сто-
роны от реки, была наименьшая.

Указание: введя обозначения AL = a, LK = x, KD = h, NB = c, MB = b 

Занятие № 7.  
Задачи о наибольших и наименьших значениях 

функции

Цель занятия: применение условия существования экстре-
мума функции к решению задачи о наибольших и  наименьших 
значениях функции одной переменной.

Справочный материал
Определение. Точка a называется критической (подозритель-

ной на экстремум), если производная в этой точке равна нулю 
или не существует. 

Критическая точка является точкой экстремума, если при пе-
реходе через нее производная меняет свой знак на противопо-
ложный. Точка a является точкой минимума, если производная 
при переходе через нее меняет свой знак с « + » на « – », и точкой 
минимума, если производная при переходе через нее меняет 
свой знак с  « – » на « + ».

Для решения задач необходимы дополнительные формулы:
1. Площадь прямоугольника равна произведению длин его 

сторон: S = a · b .
2. Длина ломаной равна сумме длин всех ее звеньев: P = a + b + 

+... + c.
3. Объем цилиндра: V = πR2H, где R – радиус основания,  

Н – высота цилиндра.
4. Площадь полной поверхности: P = 2πR2 + 2πRH.
5. Теорема Пифагора: в прямоугольном треугольнике квадрат 

гипотенузы равен сумме квадратов катетов c2 = a2 + b2.

Практическое занятие
1. Одна сторона прямоугольного участка земли примыкает 

к берегу канала, а три другие огораживаются забором. Каковы 
должны быть размеры этого участка, чтобы его площадь равня-
лась 800 м2, а длина забора была наименьшей?

 

 

x 

y 

Рис. 13
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(рис. 14), получим формулу длины 
дороги между двумя пунктами:

l(x) = AK + h + DB,

или

                           ( )  √        √   (   )   
 

Вычислить производную, ре-
шить уравнение L'(x) = 0. Из корней 
уравнения выбрать тот, который 
удовлетворяет условию: х < с.

4. От канала шириной а м от-
ходит под прямым углом другой 
канал шириной b м. Какой наиболь-
шей длины бревна можно сплав-
лять по этим каналам из одного 
канала в другой (не учитывая тол-
щины бревна)?

Указание: введем обозначения 
a, b, x, y (рис. 15), тогда длина сплав-
ляемого бревна вычисляется по 
формуле:

 (   )  √      √     . 
 

Вычислив из пропорции 

 

    
 
   

переменную у через переменную 
х, получаем функцию одной пере-
менной l(x).

Исследовать на экстремум полу-
ченную функцию.

Самостоятельная работа: домашнее задание № 3.
Рыбаку нужно переправиться с острова А на остров В 

(рис. 16). Чтобы пополнить свои запасы, он должен попасть на 

участок берега MN. Найти кратчайший путь рыбака s = s1 + s2.
Указание: ввести x = MK, тогда искомое расстояние вычисляет-

ся по формуле:

  √          √             
 

Исследовать полученную функцию на экстремум при условии  
x < b – a.

Варианты значений параметров:
1. a = 200, b = 300, H = 400, h = 300, L = 700.
2. a = 400, b = 600, H = 800, h = 600, L = 1400.
3. a = 600, b = 900, H = 1200, h = 900, L = 2100.
4. a = 800, b = 1200, H = 1600, h = 1200, L = 2800.
5. a = 1000, b = 1500, H = 2000, h = 1500, L = 3500.
6. a = 400, b = 500, H = 300, h = 400, L = 700.
7. a = 800, b = 1000, H = 600, h = 800, L = 1400.
8. a = 1200, b = 1500, H = 900, h = 1200, L = 2100.
9. a = 1600, b = 2000, H = 1200, h = 1600, L = 2800.
10. a = 2000, b = 2500, H = 1500, h = 2000, L = 3500.
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Занятие № 8. 
Элементы дифференциальной геометрии

Цель занятия: применение производной для вычисления 
числовых характеристик прямой.

Справочный материал
Рассмотрим спрямляемые кривые (кривые, длину дуги кото-

рых можно вычислить). Эти кривые имеют две числовые харак-
теристики.

Первая из них – кривизна кривой. Кривизна кривой в некото-
рой ее точке характеризует отклонение линии от своей касатель-
ной в этой точке. Из кривых постоянную кривизну имеют только 

прямая (К = 0) и окружность (  
 
 )  

Если плоская кривая задана уравнением y = f(x), то ее кривиз-
на в любой точке определяется формулой: 

        
(  (     

 
 

 . (ф. 1)

Если плоская кривая задана параметрическими уравнениями:

{   ( )    ( )  
 

то справедлива формула:

  
| ̇    ̈  ̇   ̈|

( ̇   ̇ )
 
 

 , (ф. 2)

где  ̇,   ̇   – производные первого порядка,  ̈,   ̈  – производные 
второго порядка.

Определение. Величина R, обратная кривизне кривой в не-

которой ее точке, называется радиусом кривизны кривой в этой 
точке.

                             
                                 (ф. 3)

Определение. Кругом кривизны в ее точке М называется 
окружность с радиусом, равным радиусу кривизны кривой в точ-
ке М, центр которой С лежит по нормали к кривой в точке М со 
сторон ее вогнутости (рис. 17).

                  

 y 

x 0 

M 
R 

C 

 
Рис. 17

Координаты (Х, У) центра кривизны (центра круга кривизны С) 
кривой в ее точке М(х, у) определяются формулами:

{ 
 
      

       
      

        
   

   
 (ф. 4)

или 

{
     ̇   ̇ 

 ̇   ̈ ̇  ̈   ̇

     ̇   ̇ 
 ̇   ̈ ̇  ̈   ̇

                              (ф. 5)

Определение. Геометрическое место центров кривизны С(Х, У) 
линии называется эволютой этой кривой, а сама кривая – эвольвен-
той.
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Уравнения (ф. 4) и (ф. 5) являются параметрическими уравне-
ниями эволюты.

Если кривая задана уравнениями:

{
   ( ) 
   ( ) 
   ( ) 

 

 
то кривизна вычисляется по формуле:

  
√| ̇  ̇
 ̈  ̈|

 
 | ̇  ̇
 ̈  ̈|

 
 | ̇  ̇
 ̈  ̈|

 

( ̇   ̇   ̇ )
 
 

 . (ф. 6)

Вторая числовая характеристика кривой – кручение кривой. 
Кручение кривой характеризует, насколько кривая «неплоская». 
Существует теорема.

Теорема. С2 – гладкая кривая, кручение которой всюду равно 
нулю, плоская.

Кручение кривой вычисляется по формуле:

  
|
 ̇  ̇  ̇
 ̈  ̈  ̈
 ⃛  ⃛  ⃛

|

| ̇  ̇
 ̈  ̈|

 
 | ̇  ̇
 ̈  ̈|

 
 | ̇  ̇
 ̈  ̈|

     (ф. 7)

Практическое занятие
1. Найти кривизну кривой:
а) x = t2, y = 2t3 в точке, где t = 1;
б) y = cos2x в точке, где    

      .
Указание: воспользоваться формулами (ф.1) и (ф. 2).
2. Определить радиусы кривизны в вершинах эллипса 

x = acost, y = bsint.

Указание: воспользоваться формулами (ф. 2) и (ф. 3).
3. Найти координаты центра кривизны и построить кривую и 

круг кривизны кривой:
а) y = 4x – x2 в ее вершине;

б) x = t – sint, y = 1 – cost в точке, где t  =      .

Решение: 
а) Найдем координаты вершины параболы y = 4x – x2.

    
 
           

 
Вычислим производные первого и второго порядка:

y' = 4 – 2x,
y'' = – 2.

Воспользуемся формулой (ф. 4): X = 2, Y =      .

R = 4 –    =   . 
 

Строим график параболы, чертим окружность (рис. 18):
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Рис. 18.

4. В каких точках параболы   √     радиус кривизны ра-
вен единице?
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Указание: воспользоваться формулами (ф. 1), (ф. 3), решить 
уравнение R = 1.

5. В какой точке кривая y = ex имеет наибольшую кривизну?
Указание: воспользоваться формулой (ф. 1), исследовать полу-

ченную кривизну на экстремум.
6. Найти уравнение эволюты кривой и построить кривую и ее 

эволюту:
а) x2 = 2(1 – y);
б) x = acost, y = bsint.

Решение:
б) Кривая x = acost, y = bsint – эллипс с полуосями a, b 

(a > b > 0).
Вычислим координаты центра кривизны по формуле (ф. 5):

 ̇          ̇         ̈          ̈          
 ̇   ̇                   

 ̇ ̈   ̇ ̈      
       

            
    
      . 

           
 

Так как a > b, то | 
 

 |  |
  
 |. . Получаем графики (рис. 19).

 

x 

y 

b 

a 
0 

Рис. 19

7. Найти кривизну и кручение кривой:

{
        
        
     

 

 
Указание: воспользоваться формулами (ф. 6), (ф. 7).
8. Докажите, что следующая кривая плоская:

{
              
             
              

  

 
Указание: доказать, что кручение æ = 0.
Самостоятельная работа: индивидуальное задание № 2.
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Занятия № 9–11.  
Элементы теории поля

Цель занятия: применение элементов дифференциального 
исчисления  в теории поля.

Справочный материал
Пусть G – область в трехмерном пространстве (или на плоско-

сти). 
Определение. Говорят, что в области задано скалярное поле, 

если любой точке M этой области поставлено в соответствие не-
которое число u(M). 

Физические примеры скалярных полей: поле температур 
тела, поле плотностей тела.

Если в пространстве введена прямоугольная система коор-
динат Oxyz, то скалярное поле описывается функцией трех пере-
менных:

u = u(x, y, z), (x, y, z) ∈ G.

Характеристики скалярного поля
Определение. Поверхность (линия), на которой функция при-

нимает постоянное значение, называется поверхностью (лини-
ей) уровня: 

u (M) = C. 
Определение. Производной скалярного поля u(M) в точке M 

по направлению вектора    ⃗⃗⃗    называется число, равное пределу 
разностного отношения, когда M1 приближается к точке M:

  
  ( )         

 (  )  ( )
   

 , 
 

,

где ММ1 – величина направленного отрезка.
Производная скалярного поля по направлению    ⃗⃗⃗    характе-

ризует скорость изменения функции u(M) в направлении    ⃗⃗⃗   . При 

этом производная функции u(x, y) по направлению линии уровня 
(касательному к линии уровня) и производная функции u(x, y, z) 
по направлению любой линии, лежащей на поверхности уровня 
(по любому направлению, касательному к поверхности уровня), 
равна нулю.

Если    ⃗⃗⃗    = (a, b, c), u = u(x, y, z), то справедлива формула:

                                    
  
       

  
       

  
                (ф. 1)

где cos α, cos β, cos γ – направляющие косинусы:

      
√        

  

                                                                  
√                                                    

      
√        

  
 

.

(ф. 2)

Определение. Градиентом функции (поля) u(M) называется 
вектор:

           ⃗  
  
   ⃗  

  
   ⃗⃗    (ф. 3)

Градиент – это вектор наибыстрейшего возрастания функции. 
Направление вектора gradu совпадает с направлением нормали 
к поверхности (линии) уровня, проходящей через данную точку. 
Из всех производных функции u(M) по взятым различным на-
правлениям наибольшее значение всегда имеет производная по 
направлению градиента.

Определение. Говорят, что в области G задано векторное 
поле, если каждой точке M этой области поставлен в соответ-
ствие некоторый вектор  ⃗    :

 ⃗( )   (     ) ⃗   (     ) ⃗   (     ) ⃗⃗. 
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Физические примеры векторных полей: магнитное поле, соз-
даваемое электрическим током ( ⃗    – вектор магнитной индук-
ции), поле скоростей жидкости, описываемое в любой точке век-
тором скорости  ⃗  .

Характеристики векторного поля
Геометрическая характеристика векторного поля – векторная 

линия, то есть кривая, в любой точке которой вектор  ⃗     на-
правлен по касательной к этой кривой. Кривая является реше-
нием системы дифференциальных уравнений в симметрическом 
виде.

Определение. Дивергенцией векторного поля   ⃗⃗⃗    (     )     (     )     (     )  ⃗        

  ⃗⃗⃗    (     )     (     )     (     )  ⃗       называется скалярная функция:

       ⃗    
   

  
   

  
        (ф. 4)

Определение. Если дивергенция поля в данной точке поло-
жительная, то точка называется источником. Если дивергенция 
поля в данной точке отрицательна, то точка называется стоком. 

Абсолютная величина дивергенции характеризует мощность 
источника или стока.

Определение. Векторное поле, во всех точках которого ди-
вергенция равна нулю, называется соленоидальным.

Определение. Ротором (или вихрем) векторного поля 

 ⃗           ⃗           ⃗            ⃗⃗⃗ ⃗     называется вектор-
ная функция:

      ⃗  |
 ⃗  ⃗  ⃗⃗
 
  

 
  

 
  

   
|   ⃗ (     

  
  )   ⃗ (

  
   

  
  )   ⃗⃗ (

  
   

  
  )   (ф. 5)

Определение. Векторное поле называется потенциальным, 
если вектор поля u(M):   ⃗( )        ( )  является градиентом некоторой скалярной 
функции u(M):   ⃗( )        ( ) . 

Векторное поле является потенциальным, если выполняется 
условие: 

                                                                   ⃗   ⃗⃗                                                             (ф. 6)

Операторы:
1. Оператор Гамильтона (оператор «набла»):

        ⃗  
 
   ⃗  

 
   ⃗⃗  

 
Справедливы формулы: 

Δ
u = gradu,

   ⃗        ⃗⃗⃗ ⃗ 
                                                                        ⃗      ⃗. 
 

2. Оператор Лапласа (оператор «дельта» или «набла в квадрате»):

     
    

  
    

  
     

 
Поле называется гармоническим, если Δu = 0. 

Практическое занятие

1. Найти производную функцию   √       в точке 

А(3; 4) по направлению:
а) биссектрисы первого координатного угла;

б) вектора   ⃗⃗⃗⃗  ⃗; ;
в) вектора   ⃗⃗⃗   (    )  
Указание: вычислить частные производные первого порядка 

от данной функции, вычислить направляющие косинусы, вос-
пользоваться формулами (ф. 1), (ф. 2).

2. По какому направлению должна двигаться точка М(х; y; 
z) при переходе через точку М0 (–1; 1; –1), чтобы функция 
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 ( )     
 
  

 
   возрастала с наибольшей скоростью?

Указание: вычислить частные производные первого порядка 
от данной функции, найти градиент функции по формуле (ф. 3). 

3. С какой наибольшей скоростью может убывать функция 
F(M) = In(x2 – y2 + z2) при переходе точки через точку M(x; y; z) 
(1; 1; 1)?

Указание: вычислить частные производные первого порядка 
от данной функции, воспользоваться формулой (ф. 3), вычислить 
|          | .

4. Найти точки, в которых функция z = ex(x – y3 + 3y) стацио-
нарна.

Указание: найти частные производные первого порядка, ре-
шить систему:

{
 

       
  
    

  

5. Найти угол между градиентами скалярных полей    
    и              

и    
    и              в точке    

 
√ ; 

 
√   

 
√   .

Указание: вычислить градиенты этих скалярных полей, для на-

хождения угла воспользоваться определением скалярного про-

изведения: ( ⃗   ⃗⃗)  | ⃗|| ⃗⃗|       где φ – угол между данными 
векторами.

6. В каких точках пространства градиент скалярного поля  
u = x2 + y2 + z2:

а) параллелен оси Ox;
б) параллелен плоскости x – y + z = 3;
в) равен  ⃗   ;
г) имеет величину, равную 4?
Указание: 

а) использовать условие коллинеарности двух векторов;
б) условие параллельности прямой и плоскости; 
в) условие стационарности функции; 
г) решить уравнение |grad u| = 4. 

7. В каких точках плоскости градиент функции      
       

   

     
       

   перпендикулярен вектору    ⃗ +  ⃗ ?
Указание: воспользоваться условием перпендикулярности  

двух векторов, один из которых – градиент поля (скалярное про-
изведение двух векторов равно нулю).

8. В каких точках градиент функции u = xy + 2z – z2:
а) коллинеарен вектору  ⃗  (1; –1; 2);
б) перпендикулярен оси Ox;
в) перпендикулярен плоскости 2x + y + z = 1?
Указание: 
а) использовать условие коллинеарности двух векторов;
б) условие перпендикулярности двух прямых; 
в) условие перпендикулярности вектора и плоскости. 
9. В каких точках пространства градиенты функций u = x2 + y2 + z2 

и v2 = x2 – y2 + z2 перпендикулярны?
Указание: воспользоваться условием перпендикулярности  

двух векторов, каждый из которых – градиент поля (скалярное 
произведение двух векторов равно нулю).

10. Найти производную функции                 
          

в точке М (1; 1; –1) по направлению градиента функции φ = xyz –  
– x2 – y2 – z2 в этой же точке.

Указание: вычислить частные производные первого поряд-
ка функции u, градиент функции φ, направляющие косинусы по 
формуле (ф. 2), затем воспользоваться формулой (ф. 1).

11. Убедитесь в ортогональности линий уровня скалярных 
функций:

а) v = x2 – y2, u = xy;
б) u = x2 + y2 – z2, v = xz + yz.
Указание: доказать перпендикулярность градиентов скаляр-

ных полей.
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12. Найти дивергенцию векторного поля:  ⃗ = (x³ + y² + z)  ⃗ +  
+ (y³ + x² + z)  ⃗ + (z³ + x² + y)  ⃗  .

Указание: воспользоваться формулой (ф. 4).
13. Найти дивергенцию векторного поля:

а)  ⃗          ⃗ +          ⃗          ⃗⃗ ;

б)  ⃗              ⃗ +              ⃗              ⃗⃗ ;

в)  ⃗           ⃗ +           ⃗           ⃗⃗ .

Указание: воспользоваться формулой (ф. 4).
14. Найдите минимальное значение дивергенции векторного 

поля  ⃗ = (x – a)(y – b)²  ⃗ + (y – b)(x – a)²  ⃗ .
Указание: воспользоваться формулой (ф. 4), исследовать полу-

ченную функцию на экстремум.
15. Проверить, что векторное поле  ⃗   

   ⃗ + 
 
   ⃗  

(    )   
   ⃗⃗  

соленоидальное.
Указание: доказать, что дивергенция поля равна нулю.
16. Найти ротор векторного поля   ⃗    ⃗ –    ⃗     ⃗⃗ .
Указание: воспользоваться формулой (ф. 5).
17. Найти угол между роторами векторных полей  ⃗  =

    ⃗ +      ⃗      ⃗⃗ ,  ⃗      x     ⃗   в точке М(1; 1; 1).
Указание: вычислить роторы функций по формуле (ф. 5), затем 

воспользоваться формулой      ( ⃗   ⃗ )
| ⃗ || ⃗ |. 

 

.

18. Найти длину ротора векторного поля  ⃗         ⃗ + yz ⃗          ⃗⃗   

 ⃗         ⃗ + yz ⃗          ⃗⃗  в точке М(1; 2; –1) .
Указание: вычислить ротор по формуле (ф. 5), найти длину по-

лученного вектора.
19. В каких точках пространства ротор векторного поля

 ⃗          ⃗ + (        ⃗          ⃗⃗  перпендикулярен 
оси Oz?

Указание: использовать условие перпендикулярности двух 
векторов. 

20. В каких точках роторы векторных полей   ⃗     ⃗ +    ⃗     ⃗⃗   

  ⃗     ⃗ +    ⃗     ⃗⃗   , ,   ⃗    ⃗ +y ⃗      ⃗⃗⃗⃗⃗  коллинеарны?
Указание: использовать условие коллинеарности двух векторов.
21. В каких точках пространства ротор векторного поля 

 ⃗      ⃗ +      ⃗       ⃗⃗  перпендикулярен плоскости x + y + 

+ z = 2?
Указание: использовать условие перпендикулярности векто-

ра и плоскости.
22. Проверить, что векторное поле  ⃗       ,    √ √  √      

потенциально.
Указание: проверить условие (ф. 6).
23. Проверить, что поле   √         является гармо-

ническим.
Указание: проверить условие ∆u = 0. 
24. Получить выражения для формул через производные 

скалярного или  векторного поля: 
а) divgrad ⃗ ;
б)           ⃗ ;
в)          ⃗ .
Указание: воспользоваться формулами (ф. 3), (ф. 4), (ф. 5).

25. Для векторного поля  ⃗       ⃗ +     ⃗       ⃗⃗      ⃗       ⃗ +     ⃗       ⃗⃗     вы-

числить          ⃗ ,           ⃗ , ∆  ⃗ .
Указание: воспользоваться формулами (ф. 3), (ф. 4), (ф. 5).
26. Докажите, что для векторного поля  ⃗      ⃗ +    ⃗        ⃗⃗⃗⃗⃗  

выполняется условие  ⃗           ⃗  .
Указание: воспользоваться формулой (ф. 5).
Самостоятельная работа: индивидуальное задание № 3.
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Занятие № 12.  
Неявная функция и ее дифференцирование

Цель занятия: научиться дифференцировать неявную функ-
цию, заданную различными способами.

Справочный материал
Если неявная функция y = f(x) задана уравнением F(x, y) = 0 и  

функция F(x, y) имеет частные производные первого порядка по 
всем переменным, причем F'y ≠ 0, то справедлива формула вы-
числения производной первого порядка:

  
     

   
   

. (ф. 1)

Вычисление производных второго и высших порядков осу-
ществляется путем многократного дифференцирования урав-
нения F(x, y) = 0, считая, что у – сложная функция от аргумента 
х. Продифференцировав уравнение один раз по переменной x, 
получаем уравнение:

F1(x, y, y') = 0,

из которого получается выражение для производной первого 
порядка:

y' = f(x, y). (ф. 2)

Продифференцировав уравнение F1(x, y, y') = 0 снова по пере-
менной x, получаем новое уравнение:

F2(x, y, y', y'') = 0,

из которого получается выражение для производной второго по-
рядка:

y’’ = f(x, y, y’). (ф. 3)

Для получения окончательного вида производной второго 
порядка необходимо подставить вместо производной первого 

порядка функцию из формулы (ф. 2). 
Для получения производной третьего порядка процедуру диф-

ференцирования повторить еще раз, получить выражение для этой 
производной, подставить функции вместо производных первого и 
второго порядков, тем самым найти ее окончательный вид. 

Если неявная функция z = f(x, y) задана уравнением F(x, y, z) = 0 
и функция F(x, y, z) частные производные первого порядка по 
всем переменным, причем F'z ≠ 0, то справедливы формулы вы-
числения частных производных первого порядка:

  
     

   
   
          

   

   
. (ф. 4)

При этом дифференциалы от неявной функции z = f(x, y) перво-
го и второго порядков (если они существуют) как от функции двух 
переменных записываются соответственно в следующем виде:

           
  
       (ф. 5)

                

                                          
  
     

    
  

           
   
     

   (ф. 6)
  

Неявная функция z = f(x, y) может быть задана системой трех 
функций, каждая из которых является функций двух независи-
мых переменных u и v: 

{
   (   ) 
   (   ) 
   (   ) 

 

 
Алгоритм нахождения полного дифференциала первого по-

рядка состоит в следующем. Пусть функции x(u, v), y(u, v), z(u, v) 
имеют частные производные первого порядка по всем перемен-
ным. Вычислим полные дифференциалы функций x(u, v), y(u, v):

{     
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Из этой системы двух уравнений необходимо выразить диф-
ференциалы du, dv через дифференциалы dx, dy. В общем случае 
это можно сделать, применив формулы Крамера для решения ли-
нейной системы уравнений:

    |      
      

|           |
     
     

|         |
     
     |  

                  
  
       

 

(ф. 7)

Вычислим полный дифференциал функции z(u, v) как функции 
переменных u и v, используем формулу (ф. 7), получим полый 
дифференциал функции переменных x и y:

dz = z1(u, v)dx + z2(u, v)dy.

Для нахождения полного дифференциала второго порядка 
необходимо продифференцировать последнее равенство по пе-
ременным u и v, и использовать формулу (ф. 7):

d²z = ((z1(u, v))'udu + (z1(u, v))'vdv)dx + ((z2(u, v))'udu + 
+(2(u, v))'vdv)dy = f1(u, v)dx² + f2(u, v)dxdy + f3(u, v)dy².

(ф. 8)

Практическое занятие
1. Найти первую производную функции, заданной неявно:
а) xe2y – ylnx = 8,
б) √  √  √  .
Указание: воспользоваться формулой (ф. 1).
2. Найти производные первого, второго и третьего порядков 

для функции, определяемой уравнением:

x2 + xy + y2 = 3.

Решение:
Составим функцию F(x, y) = x2 + xy + y2 – 3.
Продифференцируем эту функцию по переменной х:

(x² + xy + y² – 3)' = 2x + y + xy' + 2yy' = (2x + y) + (x + 2y)y'.
(2x + y) + (x + 2y)y' = 0.

Отсюда первая производная равна:

               
 Продифференцируем снова предыдущее равенство:

((2x + y) + (x + 2y)y')' = 2 + y' + (1 + 2y')y' + (x + 2y)y = 2 +2y'+2(y')² + 
+ (x + 2y)y''.

2 + 2y' + 2(y')² + (x + 2y)y'' = 0.
Поэтому вторая производная равна:

              
                 

        . 
 Для нахождения третьей производной снова продифферен-

цируем:
(2 + 2y' + 2(y' )² + (x + 2y)y'')' = 2y'' + 4y'y'' + (1 + 2y')y'' + 

+ (x + 2y)y'''.
3y'' + 6y'y'' + (x + 2y)y''' = 0.

Отсюда третья производная равна: 

         
        
          

 
Ответ:         

    ,                 
        ,                  

        .

3. Для функции z = z(x, y), заданной неявным образом, найти 
частные производные первого и второго порядков:

а) x² +y² + z² = a²,
б) x + y + z = ez.
Указание: воспользоваться формулой (ф. 4).
4. Найти дифференциалы первого и второго порядков функ-

ции z = z(x, y), заданной уравнением:
ez – xyz = 0.

Указание: воспользоваться формулами (ф. 4) – (ф. 6).
5. Найти дифференциалы первого и второго порядков функ-

ции z = z(x, y), заданной системой:

а) {
       
       
       

 ,
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б) б) {
     
     
      

, 

 

,

Решение:
а) Вычислим дифференциалы dx и dy, используя первое и вто-

рое уравнения, получим систему:

{                                     
 

Вычислим определители:

Δ = |          
         |     

   |
        
       |                   

   |
      
      |                 

 

Δ = |          
         |     

   |
        
       |                   

   |
      
      |                 

 
Тогда:

                      

        
    
             

 
Вычислим дифференциал dz, используя третье уравнение:

           (            )    (            )     
 Для нахождения дифференциала второго порядка необходи-

мо дифференциалы первого порядка от функций, являющихся 
коэффициентами при дифференциалах dx и dy:

    (          (             )   )     

 (           (            )   )     

Подставив выражения для дифференциалов dv и du, преобра-
зовав полученное выражение, получим:

    (    
  

        
  )     (       

        
  )      (    

  
        

  )    . 
 

Ответ:      (
      
          )    (                 )       

 (    
  

          )     

+

6. Найти производные первого и второго порядков:
а) неявных функций x = x(z), y = y(z), если функции заданы си-

стемой:

{ 
          
       , 

 при условии, что x(2) = 1, y(2) = –1;
б) неявных функций, y(x), z(x), u(x), заданных системой:

{
              

      
   

 

         
 

. 

 

.

Решение:
а) перепишем уравнения системы в виде следующих функ-

ций:
F1(x, y, z) = x² + y² – 0,5z²,
F2(x, y, z) = x + y + z – 2.

Вычислим частные производные первого порядка от этих 
функций и составим вронскиан:

   
      

   
      

   
     

   
      

        
       |

    
  |          

 
При данных условиях х = 1, у = – 1 вронскиан отличен от нуля, 

поэтому существуют производные первого и второго порядков 
неявных функций x = x(z), y = y(z). 
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Продифференцируем уравнения системы по переменной z, 
получим систему:

{   
         

          

 

Решаем ее методом Крамера:

Δ = |    
  |          

   |    
   |        

   |   
   |         

 
Отсюда:

  ( )      
 (   )   

 ( )       
 (   )  

  ( )      ( )      
 

Для нахождения производных второго порядка необходимо 
продифференцировать уравнения последней системы по пере-
менной z, получим систему:

{             (  )
   (  )  

         

Δ = |    
  |   (   )  

   |   (  )
   (  )   
  |     (  )

   (  )   

   |     (  )   (  ) 
  |   (   (  )   (  ) )  

 
  ( )     (  )   (  ) 

 (   )    ( )      (  )   (  ) 
 (   ) . 

  ( )        ( )      
 

Ответ: x'(2) = 0, y'(2) = –1, x''(2) =  
 
  , y''(2) =  

 
  .

Самостоятельная работа: индивидуальное задание № 4.

Занятие № 13.
Касательная и нормаль к кривой, касательная  

и нормальная плоскость к поверхности,  
являющиеся графиками неявных функций

Цель занятия: научиться находить уравнения касательной, 
нормали к кривым, уравнение которых содержит неявную функ-
цию, касательной плоскости, нормали, нормальной плоскости к 
поверхностям, уравнения которых содержат неявную функцию, 
заданную различными способами.

Справочный материал
Пусть неявная функция y = f(x) задана уравнением f(x, y) = 0. 

Пусть точка (x0, y0) удовлетворяет уравнению f(x, y) = 0. Тогда урав-
нение нормали, проведенной к графику кривой, заданной урав-
нением f(x, y) = 0, в точке (x0, y0), имеет вид:

    
   (     )

     
   (     )

, , (ф. 1)

а уравнение касательной:

                                                  (     )(    )     (     )(    )        (ф. 2)

Пусть неявная функция z = f(x, y) задана уравнением f(x, y, z) = 0. 
Пусть точка M0(x0, y0, z0) удовлетворяет уравнению f(x, y, z) = 0. Тог-
да уравнение нормали, проведенной к графику кривой, задан-
ной уравнением f(x, y, z) = 0, в точке (x0, y0, z0) имеет вид:

    
   (        )

     
   (        )

     
   (        )

, (ф. 3)

а уравнение касательной плоскости:

f'x(x0, y0, z0)(x – x0) + f'y(x0,y0,z0)(y – y0) + f'z(x0,y0,z0)(z –z0) = 0. (ф. 4)
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Неявная функция z = f(x, y) может быть задана системой урав-
нений:

{
   (   ) 
   (   ) 
   (   ) 

 

 Тогда уравнение касательной плоскости, проведенной в точке 
М0(x0, y0, z0), имеет вид:

|
            
                     
                     

|       (ф. 5)

или                                                                

Ax + By + Cz + D = 0.

Для неявной функции, заданной системой уравнений, урав-
нение нормали, проведенной в точке M0(x0, y0, z0), записывается 
в виде:

    
      

      
 . (ф. 6)

Для неявной функции, заданной системой уравнений:

{  (     )      (     )    
 

 
уравнение касательной, проведенной к графику функции в точке 
M0(x0,y0,z0), вычисляется по формуле:

    
   (        )

     
   (        )

     
  , (ф. 7)

а уравнение нормальной плоскости по формуле:

x'z(x0,y0,z0)(x–x0) + y'z(x0,y0,z0)(y – y0) + (z – z0) = 0. (ф. 8)

Для вычисления коэффициентов в формулах (ф. 7) и (ф. 8) не-
обходимо найти дифференциалы каждой функции из последней 

системы и выразить в каждом уравнении дифференциалы dx и dy 
через дифференциал dz:

{     
 (     )   

      (     )  
 
 

либо непосредственно, либо по правилу Крамера.

Практическое занятие
1. Составить уравнение касательной и нормали к кривой  

y = y(x), заданной уравнением F(x, y) = 0 в точке M0(x0, y0):
а) x3 + 2xy3 – yx4 – 2 = 0, M0(1; 1),
б) x2y2 – x4 – y4 + 13 = 0, M0(2; 1).
Указание: воспользоваться формулами (ф. 1) и (ф. 2).
2. Составить уравнение касательной плоскости и норма-

ли к поверхности z = z(x, y), определенной неявно уравнением 
F(x, y, z) = 0 в точке M0(x0, y0, z0):

а) x² + 3y² – 4z² = 0, M0(2; –3; 4),
б)  

 
   

 
      (     ). 

Указание: воспользоваться формулами (ф. 3) и (ф. 4).
3. Написать уравнение касательной и нормальной плоскости 

к кривой в данной точке:
а) {

    
      M(1; 1; 1) 

б) { 
        
          M(1; 1; 3) 

в) { 
          
         M(1; –2; 1) 

Решение:
в) Вычислим дифференциалы первого порядка от функций, 

заданных каждым уравнением системы:

{                             

{                           

 



62 63

Применим правило Крамера для нахождения x'z(x0, y0, z0), 
y'z(x0, y0, z0):

  |    
  |         

   |       
    |  (     )    

   |       
    |  (      )    

{
 

    
     
        

                 
 

{
 

     
     
      

    
      
      

 

 
Вычислим координаты направляющего вектора касательной:

   (      )   
 
    

 (      )     
 

Отсюда уравнение касательной:

   
   

             

{
        
     
      

 

 
и нормальной плоскости:

   (   )   (   )  (   )     
           

 

Ответ:    
   
    

     
   ,          . 

4. Найти уравнение касательной плоскости и нормали к по-
верхности в данной точке:

     
{
      
       
     

,     = 2,     . 

 

Решение:
Вычислим координаты точки поверхности, через которую 

проводим касательную плоскость и нормаль:

                                  
  (     )  

 
Вычислим все частные производные первого порядка в дан-

ной точке:
          (   )       
           (   )     
           (   )     

             (   )      
           (   )    

           (   )     
 Подставим полученные значения в формулу (ф. 5):

|
         
   
    

|     

 

отсюда уравнение касательной плоскости:
2x – z – 2 = 0,

а уравнение нормали:           
     

    .

Ответ:                   
     

   . .

5. Найти уравнение касательной плоскости к параболоиду  
4z = x2 + y2 в точках пересечения с прямой x = y = z.

Указание: найти координаты точек пересечения параболоида 
и прямой, воспользоваться формулой (ф. 4).
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6. На сфере x² + y² + z² = 676 найти точки, где касательные пло-
скости параллельны плоскости 3x + 4y + 12z = 0.

Указание: найти частные производные первого порядка, ре-
шить систему:

{
   (     )    
   (     )    
   (     )     

 

 
7. Показать, что поверхности x² – xy – 8x + z + 5 = 0 и 4 + x +  

+ 2y = lnz касаются друг друга в точке (2; –3; 1).
Указание: показать, что частные производные первого поряд-

ка пропорциональны.
8. Показать, что поверхности xy = z2 и x² + y² + z² = 1 ортого-

нальны.
Указание: доказать, что векторы, составленные из координат, 

равных частным производным первого порядка, перпендику-
лярны (скалярное произведение векторов равно нулю).

Самостоятельная работа: индивидуальное задание № 4.

Занятие № 14. 
Экстремум функции многих переменных. 

Угловой экстремум

Цель занятия: исследование на экстремум функций многих 
переменных, неявных функций, нахождение условного экстре-
мума.

Справочный материал
1. Понятие экстремума функции многих переменных и 

достаточные условия его существования
Функция f : E ⊂ Rn → R имеет локальный максимум (минимум) 

во внутренней точке x0 ∈ E, если существует такая окрестность 
этой точки, что для всех точек этой окрестности выполняется не-
равенство f(x) ≤ f(x0)(f(x) ≥ f(x0)). Если при этом выполняется строгое 
неравенство, то точка x0 – точка строгого локального максиму-
ма (минимума). Локальные максимумы и минимумы называются 
локальными экстремумами. Точки, в которых функция имеет ло-
кальный экстремум, называются экстремальными точками.

Пусть f : E ⊂ Rn → R. Точка x0∈ E называется критической точ-
кой функции, если каждая из частных производных первого по-
рядка в этой точке равна нулю или не существует.

Достаточные условия существования экстремума функции 
многих переменных определяются видом дифференциала вто-
рого порядка как квадратичной формы.

Если квадратичная форма d²f положительно определена, 
то в точке x0 функция имеет строгий локальный минимум. Если 
квадратичная форма d²f отрицательно определена, то в точке x0 
функция имеет строгий локальный максимум. Если квадратичная 
форма d²f знакопеременная, то в точке x0 функция не имеет экс-
тремума, точка x0 – седловая точка функции.

Исследование определенности квадратичной формы d²f про-
водится с помощью критерия Сильвестра:

1. Квадратичная форма ∑     
              положительно опре-
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делена тогда и только тогда, когда положительны все главные 

миноры матрицы (
       
   

       
) , то есть:

      |
      
      |     и т. д. 

 

 и т. д.

2. Квадратичная форма ∑     
               отрицательно опре-

делена тогда и только тогда, когда отрицателен а11, а при пере-
ходе от любого главного минора к главному минору следующего 
порядка знак минора меняется:

      |
      
      |     и т. д. 

 

 и т. д.

3. Квадратичная форма ∑    
 

     
       знакопеременная в 

остальных случаях.
Для функции двух переменных критерий Сильвестра состоит 

в следующем. Введем обозначения:

   
  
       

  
         

      
 

Если:

а)  |  
  |        , то в точке x0 функция имеет строгий ло-

кальный минимум;

б) |  
  |         А > 0, то в точке x0 функция имеет строгий ло-

кальный максимум;

в) |  
  |    , то в точке x0 функция  не имеет экстремума.

2. Понятие условного экстремума и его вычисление
Рассмотрим функцию z = f(x, y), определенную и дифференци-

руемую в области G, координаты точек которой удовлетворяют 
системе уравнений связи φi (x, y) = 0. В этой области нужно найти 
такие точки M0(x0, y0), чтобы выполнялось условие:

 (  )   ( )      (  )   ( )    (   )     
 Если выполняются строгие неравенства, то M0(x0, y0) – точка стро-

гого локального минимума или строгого локального максимума.
Существуют два метода решения задачи условного экстремума.
Первый – метод исключения части переменных.
Из уравнения связи выразить одну из переменных через дру-

гую, полученное выражение подставить в f(x, y), исследовать по-
лученную функцию на экстремум как функцию одной перемен-
ной.

Второй – метод Лагранжа.
Составим функцию Лагранжа:

 (      )   (   )  ∑  
 

   
  (   )  

где λi – коэффициенты Лагранжа. Вычислим частные произво-
дные функции Лагранжа по переменным x, у, λi, получим систему:

{
 
 
 

 
 
   
   

  
   ∑  

   
  

 

   
    

  
   

  
   ∑  

   
  

 

   
    

  
   

            

 

 
Вычислив коэффициенты Лагранжа, находим точки, по-

дозрительные на экстремум. Для исследования на экстре-
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мум критических точек вычисляем частные производные 

     ,     ,  
  

   , 
   
   , 

   
     

 

 и составляем определитель:

   
|

|
   

         
  
         

  
         

   
          

   
           

  
         

   
           

   
          

|

|
 

Если ∆ < 0, то в этой точке функция имеет условный максимум, 
если ∆ > 0, то в этой точке функция имеет условный минимум.

Практическое занятие
1. Исследовать на экстремум функцию трех переменных:

u = 2x3yz – x² – y² – z².

Решение:
Вычислим частные производные первого порядка от функции 

f(x, y, z):

  
     

         
     

        
     

       
 

Решим систему:

{
  
 

  
        
  
     
  
     

 

{
           
          
          

 

 

Решением этой нелинейной системы являются точки M1(0; 0; 0),

   (     ),   (  
 
√  

 
√ ) ,   (    

 
√   

 
√ )    (   

 
√   

 
√ )    (    

 
√  

 
√ ). 

 

.

Вычисляем частные производные второго порядка:

   
             

   
       

   
       

   
       

    
  

       
    

  
       

   

     
  
     

   
  
     

   
  
     

    
  

          
   
          

   
          

Вычислим значения всех частных производных второго по-
рядка для каждой критической точки.

M1(0; 0; 0)   (  
 
√ 

  
√ 

) 

 

  (    
 
√ 
   
√ 
) 

 

  (   
 
√ 
   
√ 
) 

 

  (    
 
√ 
  
√ 
) 

    
    –2 2 2 2 2

   
    –2 –2 –2 –2 –2
   
    –2 –2 –2 –2 –2
   
     0 2√  – 2√  – 2√  – 2√  
   
     0 2√  – 2√  – 2√  – 2√  
   
     0 2 2 –2 –2

В точке M1(0; 0; 0): d²u = 2dx² – 2dy² – 2dz2. Это отрицатель-
но определенная квадратичная форма, поэтому M1(0; 0; 0) – 
точка строгого локального максимума, поэтому:

Umax = u(0; 0; 0) = 0.

Точки   (  
 
√  

 
√ ),   (    

 
√   

 
√ )    (   

 
√   

 
√ )    (    

 
√  

 
√ )  

  (  
 
√  

 
√ ),   (    

 
√   

 
√ )    (   

 
√   

 
√ )    (    

 
√  

 
√ ) являются седловыми точками. Докажем это. 

Например, рассмотрим точку   (  
 
√ 

  
√ 

) .
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                    √       √             
 

Составим матрицу:

(
  √  √ 
 √    
 √    

). 

 

.

Вычислим главные диагональные миноры:

2 > 0, |   √ 
 √  

|        |
  √  √ 
 √    
 √    

|        

 

Ответ: umax = 0.
2. Найти экстремальное значение неявной функции y = y(x):

(y – x)3 + x + 6 = 0.

Указания: используем критерий Сильвестра для функции двух 
переменных.

3. Найти локальный экстремум неявных функций z = f(x, y), за-
данных уравнением:

а) F(x, y, z) ≡ x² + y² + z² – 2x + 2y – 4z – 10 = 0, 
б) F(x, y, z) ≡ z3 – xyz + y² = 16.

Решение:
а) Вычислим частные производные первого порядка от функ-

ции F(x, y, z):

  
        

  
        

  
         

 
Поэтому частные производные первого порядка неявной 

функции z = f(x, y) равны:

  
     

    
      

   
     

  
    

    
      

   
     

 
Решаем систему:

{
 

        
  
     

 

{
   
      
   
      

 

 

Отсюда:

{           
 

Для вычисления третьей координаты z подставим полученные 
значения в уравнение и решим его относительно переменной z:

 (      )     
            
             

 
Получаем две критические точки M1(1; –1; –2), M2(1; –1; 6).

  
  (  )       

  
  (  )       
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Для исследования на экстремум применяем достаточное ус-
ловие (знак квадратичной формы ) d2z).

             
   
       

(   )   (   )   (   )      
 ((   )   (   )   (   )  )     
                  (   )       

 

Отсюда       
   (  

         ) .

Так как dz = 0, то получаем формулу дифференциала второго 
порядка:

     
   (  

     )  
   (  )      (       )  

 

Это положительно определенная квадратичная форма, поэто-
му в точке M1(1; –1; –2) неявная функция имеет строгий локаль-
ный минимум.

d ²z(M2) = –0,25(dx² + dy²).

Это отрицательно определенная квадратичная форма, поэто-
му в точке M2(1; –1; 6) неявная функция имеет строгий локальный 
максимум.

Ответ: zmax = 6, zmin = –2.

4. Найти экстремум функции при условии связи:
а) z = 2x + y, x² + y² = 5,
б) z = x² + y² – xy + x + y – 4, x + y + 3 = 0,
в) u = xyz, x² + y² + z² = a², a > 0,
г) u = x + y + z2, z – x – 1 = 0, y – xz – 1 = 0.

Решение:
а) Составим функцию Лагранжа L(x, y, λ) = 2x + y + λ (x² + y² – 5).
Вычислим частные производные первого порядка от функции 

Лагранжа:

{
  
 

  
   

         
  
         

  
           

 

{
        
        

          
 

{
 
 

 
       

    
   

(  )
 
 (    )

 
   

 

{
   

 
     
     

   или   {
    

 
    
    

 

 

Поэтому критическими точками являются точки M1(–2; –1), M2(2; 1). 

Вычисляем частные производные 
  
  ,     , 

  
    , 

   
   , 

   
      

  
  ,     , 

  
    , 

   
   , 

   
      

  
  ,     , 

  
    , 

   
   , 

   
     :

  
      

  
      

   
       

   
        

   
        

 
и составляем определитель:
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   |
     
     
     

|  

 

В точке M1(–2; –1) при λ =    :

   |
     
    
    

|        

      (     )      
 

В точке M2(2; 1) при λ = –  
  :

   |
   
    
    

|         

      (   )     
 

Ответ: zmin = –5, zmax = 5.
б) Составим функцию Лагранжа L(x, y, λ) = xyz + λ(x2 + y2 + z2 –a2).     
Вычислим частные производные первого порядка от функции 

Лагранжа:

{
  
 
 

  
 
   

          
  
          
  
          

  
               

 

 

{
 

          
         
         

            
 

 

Решаем нелинейную систему методом сложения первых трех 
уравнений (парами):

{
 

                                   
                 

            
 

{
 

                             
              
            

 

{
      
      
      

               
 

 

{
 
 

 
    

 √ 
    

√  
    

√  
    

√  

или

{
 
 

 
    

 
 √ 

   
√  

   
√  

   
√  

 

 

Поэтому критическими точками являются точки   ( 
 
√ 
   
√ 
   
√ 
)    (

 
√ 
  
√ 
  
√ 
)  

  ( 
 
√ 
   
√ 
   
√ 
)    (

 
√ 
  
√ 
  
√ 
)    ( 

 
√ 
   
√ 
   
√ 
)    (

 
√ 
  
√ 
  
√ 
) . Вычисляем частные производные 

  
  ,     ,     

   
    , 

   
   , 

   
    

   
     

   
     

   
       

  
  ,     ,     

   
    , 

   
   , 

   
    

   
     

   
     

   
       :

  
      

  
      

  
      

   
       

   
        

   
        

   
       

   
       

   
        

 

и составляем определитель:
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   |
            
              
             
                  

|  

 

В точке   ( 
 
√ 
   
√ 
   
√ 
)    (

 
√ 
  
√ 
  
√ 
)  при λ = 

 
 √ 

 :

   

|

|

|
    

√ 
   
√ 
        

√ 
   
√ 

 
√ 

  
√ 
         

√ 
   
√ 

  
√ 

 
√ 
       

√ 
   
√ 

  
√ 

  
√ 
      
√ 

|

|

|

   
 

     

      ( 
 
√ 
   
√ 
   
√ 
)     

 √ 
  

 

В точке М2   ( 
 
√ 
   
√ 
   
√ 
)    (

 
√ 
  
√ 
  
√ 
)  при λ = –

 
 √ 

 :

   

|

|

|

   

   
√ 

  
√ 
        
√ 

  
√ 

  
√ 

 
√ 
      
√ 

  
√ 
   

√ 
   
√ 
        

√ 
  
√ 

    
√ 

     
√ 
          

√ 

|

|

|

    
 

     

 

      (
 
√ 
  
√ 
  
√ 
)    

 √ 
  

 

   

|

|

|

   

   
√ 

  
√ 
        
√ 

  
√ 

  
√ 

 
√ 
      
√ 

  
√ 
   

√ 
   
√ 
        

√ 
  
√ 

    
√ 

     
√ 
          

√ 

|

|

|

    
 

     

 

      (
 
√ 
  
√ 
  
√ 
)    

 √ 
  

 

Ответ:       
  

 √ 
      

  

 √ 
 .

Самостоятельная работа: индивидуальное задание № 5.
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Приложения

Приложение № 1

Основные правила и формулы дифференцирования

1. 1. , 

2. , 

3. , при . 

 

  )()()( xxfxf  

  )()()()()( xfxxxfxf  

)(
)()()()()( 2 x

xxfxxfxf


















0)( x

,

2. 

1. , 

2. , 

3. , при . 

 

  )()()( xxfxf  

  )()()()()( xfxxxfxf  

)(
)()()()()( 2 x

xxfxxfxf


















0)( x

,

3. 

1. , 

2. , 

3. , при . 

 

  )()()( xxfxf  

  )()()()()( xfxxxfxf  

)(
)()()()()( 2 x

xxfxxfxf


















0)( x, при 

1. , 

2. , 

3. , при . 

 

  )()()( xxfxf  

  )()()()()( xfxxxfxf  

)(
)()()()()( 2 x

xxfxxfxf


















0)( x .

Основные формулы: 

  

  

  

  

  

  

 

  1
  xx   aaa xx ln



 
x

x 1ln   
ax

xa ln
1log 

  xx cossin    xx sincos 

 
x

tgx 2cos
1

  
x

ctgx 2sin
1



 
21

1arcsin
x

x


  
21

1arccos
x

x





  21
1
x

arctgx


   21
1
x

arcctgx





Приложение № 2

Контрольная работа № 1

1. Найдите точки пересечения с осью Оу касательной к графи-

ку функции 1.      
    , проведенной под углом 1.   

   .

2. В каких точках кривой 2. {       
           касательная па-

раллельна прямой 9x + y + 3 = 0?
3. В какие моменты времени тело, движущееся по закону 

3.      
  
            , останавливается?

4. Найти прямоугольный треугольник наибольшей площади, 
если сумма катета и гипотенузы постоянна.

5. Найти кривизну кривой:

{
       
       
     

 

 
Контрольная работа № 2

1. Найти градиент скалярного поля:

u = xyz.

2.  Найти дивергенцию векторного поля:

 ⃗    ⃗    ⃗    ⃗⃗. 
3. Найти ротор векторного поля: 

 ⃗   
   ⃗  

 
  ⃗⃗. 

4. Найти производную первого порядка функции, заданной уравнением: 
        . 

5.  Найти дифференциалы первого и второго порядка функции, заданной уравнением: 
           

6. Исследовать на экстремум неявную функцию, заданной уравнением: 
              

    . 
 

.

3. Найти ротор векторного поля:
 ⃗    ⃗    ⃗    ⃗⃗. 

3. Найти ротор векторного поля: 
 ⃗   

   ⃗  
 
  ⃗⃗. 

4. Найти производную первого порядка функции, заданной уравнением: 
        . 

5.  Найти дифференциалы первого и второго порядка функции, заданной уравнением: 
           

6. Исследовать на экстремум неявную функцию, заданной уравнением: 
              

    . 
 

.

4. Найти производную первого порядка функции, заданной 
уравнением:

 ⃗    ⃗    ⃗    ⃗⃗. 
3. Найти ротор векторного поля: 

 ⃗   
   ⃗  

 
  ⃗⃗. 

4. Найти производную первого порядка функции, заданной уравнением: 
        . 

5.  Найти дифференциалы первого и второго порядка функции, заданной уравнением: 
           

6. Исследовать на экстремум неявную функцию, заданной уравнением: 
              

    . 
 

.
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5. Найти дифференциалы первого и второго порядков функ-
ции, заданной уравнением:

 ⃗    ⃗    ⃗    ⃗⃗. 
3. Найти ротор векторного поля: 

 ⃗   
   ⃗  

 
  ⃗⃗. 

4. Найти производную первого порядка функции, заданной уравнением: 
        . 

5.  Найти дифференциалы первого и второго порядка функции, заданной уравнением: 
           

6. Исследовать на экстремум неявную функцию, заданной уравнением: 
              

    . 
 

.

6. Исследовать на экстремум неявную функцию, заданную 
уравнением:

           
     
     .

Приложение № 3

Индивидуальное задание № 1. 
Геометрический смысл производной

Вариант № 1
1. Написать уравнение касательной к кривой y = x4 – 3, прохо-

дящей через точку (1, –2).
2. Найти угол, под которым пересекаются кривые x2 + y2 = 8, 

y2 = 2x.
3. Парабола  с вершиной в точке А(–2; 0), ось симметрии кото-

рой совпадает с осью Оу, касается окружности x2 + y2 = 1. Найдите 
уравнение параболы.

4. Определить угол между левой и правой касательными к 
графику кривой:

  √         
 в точке х = 0.

5. Найти угловой коэффициент и угол наклона касательной, 
составить уравнения касательной и нормали к графику кривой:

{      
   

         
 

в точке, соответствующей параметру    
   .

6. Составить уравнение касательной и нормальной плоско-

сти к графику кривой:

6. {
     
     
    

 

в точке, соответствующей параметру t = –1.



82 83

Вариант № 2
1. Написать уравнение касательной и нормали к кривой 

y = x3 + 2x2 –1 в точке пересечения с параболой y = 2x2.
2. Найти угол, под которым пересекаются кривые y = sinx, 

y = cosx.
3. Найдите уравнения прямой, проходящей через точку 

А(1; 3), касающейся графика функции 3.    √        и пересека-
ющей в двух различных точках график функции: y = x2 + 4x – 1. 

4. Определить угол между левой и правой касательными к 
графику кривой:

  √           
 

в точке х = 0.
5. Найти угловой коэффициент и угол наклона касательной, 

составить уравнения касательной и нормали к графику кривой:

{  √             

 
в точке, соответствующей параметру    

   .
6. Составить уравнение касательной и нормальной плоско-

сти к графику кривой:

6. {
     
      
    

 

в точке, соответствующей параметру t = 1.

Вариант № 3
1. Написать уравнение касательной и нормали к кривой 

1.    
         в точке пересечения с гиперболой 1.    

    .

2. Найти угол, под которым пересекаются кривые 9y = x2, 
x – y = 0.

3. Найдите уравнения прямой, проходящей через точку 

А (5; 10), касающейся графика функции 3.      
        

и пересекающей в двух различных точках график функции 

3.     √      . 

4. Определить угол между левой и правой касательными к 
графику кривой: 

         
         

 
в точке х = 0.

5. Найти угловой коэффициент и угол наклона касательной, 
составить уравнения касательной и нормали к графику кривой: 

{                        
 

в точке, соответствующей параметру    
   .

6. Составить уравнение касательной и нормальной плоско-
сти к графику кривой: 

6. {
         
       
       

 

в точке, соответствующей параметру t = π.

Вариант № 4
1. Написать уравнение касательной к кривой y = x4 – 3, прохо-

дящей через точку (1, –2).
2. Найти угол, под которым пересекаются кривые y2 = 2ax + a2, 

y2 = b2 – 2bx.

3. Найдите уравнения прямой, проходящей через точку А (
 
  ; 0), 
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касающейся графика функции     √   
      и пересекающей в 

двух различных точках график функции y = x2 + 6x. 
4. Определить угол между левой и правой касательными к 

графику кривой:

  √         
 

в точке х = 0.
5. Найти угловой коэффициент и угол наклона касательной, 

составить уравнения касательной и нормали к графику кривой: 

{
 

       
 

     

      
 

     
 

 

в точке, соответствующей параметру t = 1.
6. Составить уравнение касательной и нормальной плоско-

сти к графику кривой: 

6. {
   

     
      
     

 

в точке, соответствующей параметру      .

Вариант № 5
1. Написать уравнение касательной и нормали к кривой 

y = x3 + 2x2 – 1 в точке пересечения с параболой y = 2x2.
2. Найти угол, под которым пересекаются кривые y = ex, y = e2x.
3. Доказать, что касательная к гиперболе xy = a2 образует с 

осями координат треугольник постоянной площади.

4. Определить угол между левой и правой касательными к 
графику кривой:

  √           
 в точке х = 0.

5. Найти угловой коэффициент и угол наклона касательной, 
составить уравнения касательной и нормали к графику кривой: 

{
 

         
 

√    
 

         
√    

 

 
в точке, соответствующей параметру t = –1.

6. Составить уравнение касательной и нормальной плоско-
сти к графику кривой: 

6. {
     
      
    

 

в точке, соответствующей параметру t = 1.

Вариант № 6
1. Написать уравнение касательной и нормали к кривой 

1.    
      в точке пересечения с гиперболой 1.    

    .

2. Найти угол, под которым пересекаются кривые x2 – y2 = 6, 

x2 + 4y2 = 16.
3. Парабола  с вершиной в точке А(–2; 0), ось симметрии кото-

рой совпадает с осью Оу, касается окружности x2 + y2 = 1. Найдите 
уравнение параболы.

4. Определить угол между левой и правой касательными к 
графику кривой:
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 в точке х = 0.
5. Найти угловой коэффициент и угол наклона касательной, 

составить уравнения касательной и нормали к графику кривой:

{                                  

 
в точке, соответствующей параметру      .

6. Составить уравнение касательной и нормальной плоско-

сти к графику кривой:

6. {
         
         
    

 

в точке, соответствующей параметру t = 0.

Вариант № 7
1. Написать уравнение касательной к кривой y = x4 – 3, прохо-

дящей через точку (1, –2).
2. Найти угол, под которым пересекаются кривые y = sinx, y = 

sin2x.
3. Найдите уравнения прямой, проходящей через точку 

А(1; 3), касающейся графика функции 3.    √      и пересека-

ющей в двух различных точках график функции y = x2 + 4x – 1. 
4. Определить угол между левой и правой касательными к 

графику кривой: 

  √         
 

в точке х = 0.

5. Найти угловой коэффициент и угол наклона касательной, 
составить уравнения касательной и нормали к графику кривой: 

{                       

 
в точке, соответствующей параметру   

 
  .

6. Составить уравнение касательной и нормальной плоско-
сти к графику кривой: 

6. {
   (      ) 
   (      ) 
         

 

в точке, соответствующей параметру     
  .

Вариант № 8
1. Написать уравнение касательной и нормали к кривой 

y = x3 + 2x2 – 1 в точке пересечения с параболой y = 2x2.
2. Найти угол, под которым пересекаются кривые y = x2lnx, 

y = 4 – 4x2.
3. Найдите уравнения прямой, проходящей через точку 

А(5; 10), касающейся графика функции 3.      
         

и пересекающей в двух различных точках график функции 

3.     √      . 
4. Определить угол между левой и правой касательными к 

графику кривой: 

  √           
 

в точке х = 0.
5. Найти угловой коэффициент и угол наклона касательной, 

составить уравнения касательной и нормали к графику кривой: 
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{
     

     
  

     
     

 
 

 в точке, соответствующей параметру t = 0.
6. Составить уравнение касательной и нормальной плоско-

сти к графику кривой: 

6. {
     
     
   

 

в точке, соответствующей параметру t = –1.

Вариант № 9
1. Написать уравнение касательной и нормали к кривой 

1.    
      в точке пересечения с гиперболой 1.    

    .

2. Найти угол, под которым пересекаются кривые y = 2. y = 
 

    
 

      , 

2. y = 
 

    
 

      
3. Найдите уравнения прямой, проходящей через точку А (

 
  ; 0), 

касающейся графика функции 3.    √   
      и пересекающей в 

двух различных точках график функции: y = x2 + 6x.
4. Определить угол между левой и правой касательными к 

графику кривой:

         
         

 
в точке х = 0.

5. Найти угловой коэффициент и угол наклона касательной, 
составить уравнения касательной и нормали к графику кривой:

{                    

 

в точке, соответствующей параметру     
  .

6. Составить уравнение касательной и нормальной плоско-
сти к графику кривой: 

6. {
     
      
    

 

в  точке, соответствующей параметру t = 1.

Вариант № 10
1. Написать уравнение касательной к кривой y = x4 – 3, прохо-

дящей через точку (1, –2).
2. Найти угол, под которым пересекаются кривые 

2. y    √          .

3. Доказать, что касательная к гиперболе xy = a2 образует с 

осями координат треугольник постоянной площади.
4. Определить угол между левой и правой касательными к 

графику кривой: 

  √         
 

в точке х = 0.
5. Найти угловой коэффициент и угол наклона касательной, 

составить уравнения касательной и нормали к графику кривой: 

{
         

         

 

 
в точке, соответствующей параметру t = 1.

6. Составить уравнение касательной и нормальной плоско-
сти к графику кривой:
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{
   

     
      
    

 

в точке, соответствующей параметру   
 
  .

Приложение № 4

Индивидуальное задание № 2. 
Элементы дифференциальной геометрии

Вариант № 1
1. Найти кривизну кривой y = sinx.
2. Определить радиусы кривизны кривой y2 = 2px.
3. Найти координаты центра кривизны и построить кривую и 

круг кривизны кривой 3y = x3 в точке x = –1.

4. Составить уравнение эволюты кривой 4.   
 
   

 
   

 
   , по-

строить кривую и ее эволюту.

5. Найти кривизну и кручение кривой 5. {
       
       
     

 

6. На кривой y = ex найти точку, где кривизна принимает экс-
тремальное значение.

Вариант № 2

1. Найти кривизну кривой 1.         .

2. Определить радиусы кривизны кривой 2.   
 

   
  
     .

3. Найти координаты центра кривизны и построить кривую и 
круг кривизны кривой y3 = x2 в точке y = 1.

4. Составить уравнение эволюты кривой y2 – 2x = 0, построить 
кривую и ее эволюту.

5. Найти кривизну и кручение кривой 5. {
        
      

        
  

6. На кривой 6. {                     найти точку, где кривизна при-

нимает экстремальное значение.
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Вариант № 3
1. Найти кривизну кривой y2 = 2px.

2. Определить радиусы кривизны кривой 2.    
 
   

 
   

 
  .

3. Найти координаты центра кривизны и построить кривую и 
круг кривизны кривой y = lnx в точке x = 1.

4. Составить уравнение эволюты кривой x2 – y2 = a2, построить 
кривую и ее эволюту.

5. Найти кривизну и кручение кривой 5. {
        
        
     

 

6. На кривой 6.      
           найти точку, где кривиз-

на принимает наибольшее значение.

Вариант № 4
1. Найти кривизну кривой x = t2, y = t3.
2. Определить радиусы кривизны кривой xy = 4.
3. Найти координаты центра кривизны и построить кривую и 

круг кривизны кривой y = ex в точке x = 0.

4. Составить уравнение эволюты кривой 4. {                                , 

построить кривую и ее эволюту.

5. Найти кривизну и кручение кривой 5. {
     
      
  √   

  

6. На кривой y = lnx найти точку, где кривизна принимает наи-
большее значение.

Вариант № 5
1. Найти кривизну кривой x = acost, y = b sint.
2. Определить радиусы кривизны кривой y = e–x2.
3. Найти координаты центра кривизны и построить кривую и 

круг кривизны кривой xy = 1 в точке x = 1.

4. Составить уравнение эволюты кривой x = a cht, y = sht, по-
строить кривую и ее эволюту.

5. Найти кривизну и кручение кривой 5. {
     
      
     

 

6. На кривой y = ex найти точку, где кривизна принимает экс-
тремальное значение.

Вариант № 6
1. Найти кривизну кривой x = a cht, y = b sht.
2. Определить радиусы кривизны кривой x = a cos3t, y = a sin3t.
3. Найти координаты центра кривизны и построить кривую и 

круг кривизны кривой 3y = x3 в точке x = –1.
4. Составить уравнение эволюты кривой y = lnx, построить 

кривую и ее эволюту.

5. Найти кривизну и кручение кривой 5. {
        
        
        

   

6. На кривой 6.      
             найти точку, где кривиз-

на принимает наибольшее значение.

Вариант № 7
1. Найти кривизну кривой x = a(t – sint), x = a(1 – cost).

2. Определить радиусы кривизны кривой 2.   
 

   
  
     .

3. Найти координаты центра кривизны и построить кривую и 
круг кривизны кривой xy = 1 в точке x = –1.

4. Составить уравнение эволюты кривой 4.         
    

 
  , 

построить кривую и ее эволюту.

5. Найти кривизну и кручение кривой 5.  {
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6. На кривой y = lnx найти точку, где кривизна принимает наи-
большее значение.

Вариант № 8
1. Найти кривизну кривой x = a cos3t, y = a sin3t.
2. Определить радиусы кривизны кривой y = lnx.
3. Найти координаты центра кривизны и построить кривую и 

круг кривизны кривой y3 = x2 в точке y = 1.
4. Составить уравнение эволюты кривой y = sinx, построить 

кривую и ее эволюту.

5. Найти кривизну и кручение кривой 5. {
        
      

        
 

6. На кривой 6. {                     найти точку, где кривизна при-

нимает экстремальное значение.

Вариант № 9
1. Найти кривизну кривой y = x4.
2. Определить радиусы кривизны кривой 2.  √  √  √  .
3. Найти координаты центра кривизны и построить кривую и 

круг кривизны кривой y = lnx в точке x = –1.

4. Составить уравнение эволюты кривой 4.     (           )          , 

4.     (           )          , построить кривую и ее эволюту.

5. Найти кривизну и кручение кривой 5. кривой {
        
        
     

 

6. На кривой y = ex найти точку, где кривизна принимает экс-
тремальное значение.

Приложение № 5

Индивидуальное задание № 3. 
Элементы теории поля

Вариант № 1
1. Найти производную скалярного поля u(x, y, z) = (x2 + y2 + z2)

3
2  

в точке М(1; 1; 1) по направлению вектора 1.  ⃗   ⃗   ⃗   ⃗⃗  .

2. Найти угол между градиентами 3.   (     )     
    и   (     )    

    
   √     в точке М(√   √  

 
√ ) . 

 
 и 

3.   (     )     
    и   (     )    

    
   √     в точке М(√   √  

 
√ ) . 

 
 в точке 3.   (     )     

    и   (     )    
    

   √     в точке М(√   √  
 
√ ) . 

 
.

3. Найти точки, в которых функция z = x3 + 3x2 + 6xy + y2 стаци-
онарна.

4. Найти дивергенцию векторного поля  ⃗    ⃗ + ⃗   ⃗⃗  
√                . 

5. Проверить, что векторное поле     ⃗⃗⃗⃗  ⃗                ⃗      
соленоидально.

6. Найти ротор векторного поля  ⃗     ⃗ +    ⃗     ⃗⃗ .

7. Проверить, что векторное поле   ⃗            ⃗ +          ⃗   

  ⃗            ⃗ +          ⃗   потенциально.

8. Доказать, что векторное поле  ⃗      ⃗ +    ⃗      ⃗⃗        ⃗      ⃗ +    ⃗      ⃗⃗      

удовлетворяет условию  ⃗             ⃗    .

Вариант № 2
1. Найти производную скалярного поля u(x, y, z) = x + ln(z2 + y2) 

в точке М(2; 1; 1) по направлению вектора 1.  ⃗     ⃗   ⃗   ⃗⃗  .
2. Найти угол между градиентами u(x, y, z) = x2yz3 и 

2.  (     )   √ 
  √ 

   
 
   в точке 2. М(√     √

 
 ) .
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3. Найти точки, в которых функция z = x3 + 3xy + y3 стационарна.

4. Найти дивергенцию векторного поля  ⃗         ⃗ +y ⃗     ⃗⃗       +  ⃗         ⃗ +y ⃗     ⃗⃗      . 

5. Проверить, что векторное поле     ⃗⃗⃗⃗  ⃗             +(            

    ⃗⃗⃗⃗  ⃗             +(           соленоидально.

6. Найти ротор векторного поля  ⃗       ⃗ +       ⃗        ⃗⃗     .

7. Проверить, что векторное поле 

 ⃗              ⃗+            ⃗  
√                       

 
 потенциально.

8. Доказать, что векторное поле  ⃗      ⃗ +    ⃗      ⃗⃗        ⃗      ⃗ +    ⃗      ⃗⃗      
удовлетворяет условию  ⃗            ⃗    .

Вариант № 3
1. Найти производную скалярного поля 1.  (     )      √       

1.  (     )      √       в точке М(1; 5; –2) по направлению вектора 

1.  ⃗    ⃗    ⃗⃗ .

2. Найти угол между градиентами 2.  (     )    
     и   (     )   √      

 √  
   

√   и 

2.  (     )    
     и   (     )   √      

 √  
   

√   в точке 2. М(     √
 
 ) .

3. Найти точки, в которых функция z = 2x2 – 4xy + y3 – 2yz + 6z 
стациoнарна.

4. Найти дивергенцию векторного поля   ⃗      ⃗       ⃗     ⃗⃗   

  ⃗      ⃗       ⃗     ⃗⃗  . 
5. Проверить, что векторное поле     ⃗⃗⃗⃗  ⃗                       ⃗    

    ⃗⃗⃗⃗  ⃗                       ⃗     соленоидально.

6. Найти ротор векторного поля  ⃗     ⃗ +         ⃗         ⃗⃗ 

 ⃗     ⃗ +         ⃗         ⃗⃗ .

7. Проверить, что векторное поле   ⃗          ⃗ +(     
    

 )  ⃗           ⃗⃗  

  ⃗          ⃗ +(     
    

 )  ⃗           ⃗⃗   потенциально.

8. Найти           ⃗ , если дано векторное поле 

 ⃗     ⃗ +   ⃗     ⃗⃗ .

Вариант № 4
1. Найти производную скалярного поля u(x, y, z) = yln(1 + x2) –

– arctgz в точке М(0; 1; 1) по направлению вектора 

1.  ⃗    ⃗    ⃗    ⃗⃗ .

2. Найти угол между градиентами 2.  (     )   
      и   (     )   

  
 
  

 
√    и  

2.  (     )   
      и   (     )   

  
 
  

 
√    в точке 2. М(     

√ ) .

3. Найти точки, в которых модуль градиента функции  

     
√                    

 

 равен 1.

4. Найти дивергенцию векторного поля  ⃗    ⃗∓   ⃗     ⃗⃗ .

5. Проверить, что векторное поле  ⃗   
√     

 ⃗ –  
√     

 ⃗  (     ) 

       
 
 
 ⃗⃗    

 ⃗   
√     

 ⃗ –  
√     

 ⃗  (     ) 

       
 
 
 ⃗⃗   соленоидально.

6. Найти ротор векторного поля  ⃗       ⃗ +      ⃗       ⃗⃗ .

7. Проверить, что векторное поле  ⃗      
 
    ⃗ + (

 
  

 
  )  ⃗   

 
  

 
    ⃗⃗   

 ⃗      
 
    ⃗ + (

 
  

 
  )  ⃗   

 
  

 
    ⃗⃗  потенциально.

8. Найти   ⃗ поле  ⃗  (     )  ⃗ + (     )  ⃗  (     )  ⃗⃗ .

Вариант № 5
1. Найти производную скалярного поля u(x, y, z) = x(lny – arcctgz) 

в точке М(–2; 1; –1) по направлению вектора   ⃗    ⃗    ⃗    ⃗⃗ .

2. Найти угол  между градиентами 2.  (     )    
     и   (     )    

     
   √     и 
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2.  (     )    
     и   (     )    

     
   √     в точке 2. М(√   

√  
 
√ ) .

3. Найти точки, в которых модуль градиента функции 

3.          
 
    равен 2.

4. Найти дивергенцию векторного поля  ⃗     ⃗ +    ⃗     ⃗⃗ . 

5. Проверить, что векторное поле     ⃗⃗⃗⃗  ⃗                ⃗      

соленоидально.

6. Найти ротор векторного поля  ⃗            ⃗ +          ⃗            ⃗⃗     
 ⃗            ⃗ +          ⃗            ⃗⃗     .

7. Проверить, что векторное поле   ⃗       
 
   

   
    ⃗ +(

 
   

 
   

   
  )  ⃗ + 

 
   

 
   

   
    ⃗⃗  

  ⃗       
 
   

   
    ⃗ +(

 
   

 
   

   
  )  ⃗ + 

 
   

 
   

   
    ⃗⃗  потенциально.

8. Найти divrot ⃗ , если дано векторное поле 8.  ⃗  (     )  ⃗ +(     )  ⃗  (     )  ⃗⃗      

8.  ⃗  (     )  ⃗ +(     )  ⃗  (     )  ⃗⃗      .

Вариант № 6
1. Найти производную скалярного поля u(x, y, z) = ln(3 – x2) +

+ xy2z в точке М(1; 3; 2) по направлению вектора 1.  ⃗    ⃗    ⃗    ⃗⃗ .

2. Найти угол  между градиентами 3.   (     )    
     и   (     )   √      

√   √  
   в точке М(     

√ 
√ ) . 

 

 и 

3.   (     )    
     и   (     )   √      

√   √  
   в точке М(     

√ 
√ ) . 

 

 в точке 3.   (     )    
     и   (     )   √      

√   √  
   в точке М(     

√ 
√ ) . 

 

.

3. Найти точки, в которых градиент функции 4.          
    равен вектору  ⃗    

  ⃗.  

равен вектору 4.          
    равен вектору  ⃗    

  ⃗. 
4. Найти дивергенцию векторного поля 5.  ⃗      ⃗ +     ⃗     ⃗⃗     . 

5. Проверить, что векторное поле     ⃗⃗⃗⃗  ⃗             +(             
соленоидально.

6. Найти ротор векторного поля  ⃗    
  ⃗ +

  
  ⃗  

  
  ⃗⃗   .

7. Проверить, что векторное поле  ⃗            ⃗ +          ⃗   

 ⃗            ⃗ +          ⃗    потенциально.

8. Доказать, что векторное поле  ⃗      ⃗ +     ⃗      ⃗⃗   
удовлетворяет условию  ⃗             ⃗    .

Вариант № 7
1. Найти производную скалярного поля 1.  (     )     (    )  √     

1.  (     )     (    )  √     в точке  М(  ;    ; 3)  по направлению вектора 

 ⃗    ⃗    ⃗  .
2. Найти угол между градиентами  (     )     

   и   (     )   √     √         в точке М(  √  
 
√   )  и 

 (     )     
   и   (     )   √     √         в точке М(  √  

 
√   )  в точке  (     )     

   и   (     )   √     √         в точке М(  √  
 
√   ) .

3. Найти точки, в которых  градиент функции z = x2 + y2 –2xy 

равен 0.

4. Найти дивергенцию векторного поля 4.  ⃗     ⃗ +    ⃗     ⃗⃗ . 

5. Проверить, что векторное поле     ⃗⃗⃗⃗  ⃗                       ⃗   

    ⃗⃗⃗⃗  ⃗                       ⃗   соленоидально.

6. Найти ротор векторного поля  ⃗       ⃗    ⃗⃗  .
7. Проверить, что векторное поле 

 ⃗               ⃗⃗ +            ⃗  
√                       

 
 потенциально.

8. Доказать, что векторное поле 8.   ⃗      ⃗  +     ⃗      ⃗⃗     удовлетворяет  условию  ⃗            ⃗     

удовлетворяет условию 8.   ⃗      ⃗  +     ⃗      ⃗⃗     удовлетворяет  условию  ⃗            ⃗    .

Вариант № 8
1. Найти производную скалярного поля u(x, y, z) = x2y2z – ln(z – 1) в 

точке М(1; 1; 2) по направлению вектора 1.  ⃗    ⃗    ⃗   √  ⃗⃗ .

2. Найти угол между градиентами  (     )     
   и   (     )  √ 

   
√ 
   

 
    в точке М(  √  

 
√  

 
√ )  и 

 (     )     
   и   (     )  √ 

   
√ 
   

 
    в точке М(  √  

 
√  

 
√ )  в точке  (     )     

   и   (     )  √ 
   

√ 
   

 
    в точке М(  √  

 
√  

 
√ ) .
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3. Найти точки, в которых градиент функции z = x3 + y3 + z3 –3xy  
равен 0.

4. Найти дивергенцию векторного поля  ⃗       
  ⃗  +  

    
  ⃗       

  ⃗⃗     

 ⃗       
  ⃗  +  

    
  ⃗       

  ⃗⃗     . 

5. Проверить, что векторное поле  ⃗   
√     

 ⃗ –  
√     

 ⃗  (     ) 

       
 
 
 ⃗⃗  

 ⃗   
√     

 ⃗ –  
√     

 ⃗  (     ) 

       
 
 
 ⃗⃗  соленоидально.

6. Найти ротор векторного поля  ⃗     ⃗ +   ⃗     ⃗⃗   .

7. Проверить, что векторное поле  ⃗          ⃗ +(     
    

 )  ⃗           ⃗⃗      

 ⃗          ⃗ +(     
    

 )  ⃗           ⃗⃗     потенциально.

8. Найти           ⃗           векторное поле  ⃗     ⃗ +   ⃗     ⃗⃗   если векторное поле           ⃗           векторное поле  ⃗     ⃗ +   ⃗     ⃗⃗   +           ⃗           векторное поле  ⃗     ⃗ +   ⃗     ⃗⃗   

          ⃗           векторное поле  ⃗     ⃗ +   ⃗     ⃗⃗  

Вариант № 9

1. Найти производную скалярного поля 1.  (     )     √       

1.  (     )     √       в точке М(1; –3; 4) по направлению вектора 

1.  ⃗   ⃗   ⃗⃗ .

2. Найти угол между градиентами   (     )     
    и   (     )   √      

√   √  
   в точке М(     

√ 
√ )  и 

  (     )     
    и   (     )   √      

√   √  
   в точке М(     

√ 
√ )  в точке   (     )     

    и   (     )   √      

√   √  
   в точке М(     

√ 
√ ) .

3. Найти точки, в которых градиент функции z = x3 + y3 + z3 – 3xy 
перпендикулярен оси Оz.

4. Найти дивергенцию векторного поля 4.  ⃗       ⃗⃗  +     ⃗      ⃗⃗  

4.  ⃗       ⃗⃗  +     ⃗      ⃗⃗ . 

5. Проверить, что векторное поле     ⃗⃗⃗⃗  ⃗                ⃗    
соленоидально.

6. Найти ротор векторного поля  ⃗      ⃗ +   ⃗    .

7. Проверить, что векторное поле  ⃗      
 
    ⃗ + (

 
  

 
  )  ⃗   

 
  

 
    ⃗⃗  

 ⃗      
 
    ⃗ + (

 
  

 
  )  ⃗   

 
  

 
    ⃗⃗  потенциально.

8. Найти   ⃗                     поле  ⃗  (     )  ⃗ +(     )  ⃗  (     )  ⃗⃗ , если дано векторное поле   ⃗                     поле  ⃗  (     )  ⃗ +(     )  ⃗  (     )  ⃗⃗ 

  ⃗                     поле  ⃗  (     )  ⃗ +(     )  ⃗  (     )  ⃗⃗ .

Вариант № 10

1. Найти производную скалярного поля 1.  (     )  √ 
  

  
  √ 

 в точке  М(4;1;-2) по направлению вектора  ⃗    ⃗   ⃗⃗ . 

2. Найти угол  между градиентами  (     )      
   и   (     )   

  
 
  

 
√    в точке 

М(     √ ) . 
3. Найти точки, в которых градиент функции              перпендикулярен 

прямой y = x. 
4. Найти дивергенцию векторного поля  ⃗    

  ⃗   
  
  ⃗  

  
  ⃗⃗ . 

     5. Проверить, что векторное поле      ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (      ) ⃗ +(     ) ⃗ соленоидально. 
     6. Найти ротор векторного поля  ⃗     ⃗       ⃗     ⃗⃗    . 
     7. Проверить, что векторное поле  
  ⃗  (     

 
   

   
  )  ⃗ + (

 
   

 
   

   
  )  ⃗ + (

 
   

 
   

   
  ) ⃗⃗     потенциально. 

9. Найти divrot ⃗  , если дано векторное поле 
  ⃗  (     )  ⃗ +(     )  ⃗  (     )  ⃗⃗     . 
 
 

 

1.  (     )  √ 
  

  
    √ 

  в точке М(4; 1; –2) по направлению вектора 1.  (     )  √ 
  

  
  √ 

 в точке  М(4;1;-2) по направлению вектора  ⃗    ⃗   ⃗⃗ . 

2. Найти угол  между градиентами  (     )      
   и   (     )   

  
 
  

 
√    в точке 

М(     √ ) . 
3. Найти точки, в которых градиент функции              перпендикулярен 

прямой y = x. 
4. Найти дивергенцию векторного поля  ⃗    

  ⃗   
  
  ⃗  

  
  ⃗⃗ . 

     5. Проверить, что векторное поле      ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (      ) ⃗ +(     ) ⃗ соленоидально. 
     6. Найти ротор векторного поля  ⃗     ⃗       ⃗     ⃗⃗    . 
     7. Проверить, что векторное поле  
  ⃗  (     

 
   

   
  )  ⃗ + (

 
   

 
   

   
  )  ⃗ + (

 
   

 
   

   
  ) ⃗⃗     потенциально. 

9. Найти divrot ⃗  , если дано векторное поле 
  ⃗  (     )  ⃗ +(     )  ⃗  (     )  ⃗⃗     . 
 
 

.

2. Найти угол  между градиентами 

1.  (     )  √ 
  

  
  √ 

 в точке  М(4;1;-2) по направлению вектора  ⃗    ⃗   ⃗⃗ . 

2. Найти угол  между градиентами  (     )      
   и   (     )   

  
 
  

 
√    в точке 

М(     √ ) . 
3. Найти точки, в которых градиент функции              перпендикулярен 

прямой y = x. 
4. Найти дивергенцию векторного поля  ⃗    

  ⃗   
  
  ⃗  

  
  ⃗⃗ . 

     5. Проверить, что векторное поле      ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (      ) ⃗ +(     ) ⃗ соленоидально. 
     6. Найти ротор векторного поля  ⃗     ⃗       ⃗     ⃗⃗    . 
     7. Проверить, что векторное поле  
  ⃗  (     

 
   

   
  )  ⃗ + (

 
   

 
   

   
  )  ⃗ + (

 
   

 
   

   
  ) ⃗⃗     потенциально. 

9. Найти divrot ⃗  , если дано векторное поле 
  ⃗  (     )  ⃗ +(     )  ⃗  (     )  ⃗⃗     . 
 
 

 и 1.  (     )  √ 
  

  
  √ 

 в точке  М(4;1;-2) по направлению вектора  ⃗    ⃗   ⃗⃗ . 

2. Найти угол  между градиентами  (     )      
   и   (     )   

  
 
  

 
√    в точке 

М(     √ ) . 
3. Найти точки, в которых градиент функции              перпендикулярен 

прямой y = x. 
4. Найти дивергенцию векторного поля  ⃗    

  ⃗   
  
  ⃗  

  
  ⃗⃗ . 

     5. Проверить, что векторное поле      ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (      ) ⃗ +(     ) ⃗ соленоидально. 
     6. Найти ротор векторного поля  ⃗     ⃗       ⃗     ⃗⃗    . 
     7. Проверить, что векторное поле  
  ⃗  (     

 
   

   
  )  ⃗ + (

 
   

 
   

   
  )  ⃗ + (

 
   

 
   

   
  ) ⃗⃗     потенциально. 

9. Найти divrot ⃗  , если дано векторное поле 
  ⃗  (     )  ⃗ +(     )  ⃗  (     )  ⃗⃗     . 
 
 

 в точке 

1.  (     )  √ 
  

  
  √ 

 в точке  М(4;1;-2) по направлению вектора  ⃗    ⃗   ⃗⃗ . 

2. Найти угол  между градиентами  (     )      
   и   (     )   

  
 
  

 
√    в точке 

М(     √ ) . 
3. Найти точки, в которых градиент функции              перпендикулярен 

прямой y = x. 
4. Найти дивергенцию векторного поля  ⃗    

  ⃗   
  
  ⃗  

  
  ⃗⃗ . 

     5. Проверить, что векторное поле      ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (      ) ⃗ +(     ) ⃗ соленоидально. 
     6. Найти ротор векторного поля  ⃗     ⃗       ⃗     ⃗⃗    . 
     7. Проверить, что векторное поле  
  ⃗  (     

 
   

   
  )  ⃗ + (

 
   

 
   

   
  )  ⃗ + (

 
   

 
   

   
  ) ⃗⃗     потенциально. 

9. Найти divrot ⃗  , если дано векторное поле 
  ⃗  (     )  ⃗ +(     )  ⃗  (     )  ⃗⃗     . 
 
 

.

3. Найти точки, в которых градиент функции z = x2 + y2 – 2xy  

перпендикулярен прямой y = x.

4. Найти дивергенцию векторного поля 4.  ⃗    
  ⃗   

  
  ⃗  

  
  ⃗⃗ .

5. Проверить, что векторное поле     ⃗⃗⃗⃗  ⃗             + (           

    ⃗⃗⃗⃗  ⃗             + (           соленоидально.

6. Найти ротор векторного поля  ⃗     ⃗       ⃗     ⃗⃗     .

7. Проверить, что векторное поле   ⃗  (     
 
   

   
  )  ⃗ + (

 
   

 
   

   
  )  ⃗ +  

 
   

 
   

   
    ⃗⃗  

  ⃗  (     
 
   

   
  )  ⃗ + (

 
   

 
   

   
  )  ⃗ +  

 
   

 
   

   
    ⃗⃗ потенциально.

8. Найти divrot  ⃗                     поле  ⃗  (     )  ⃗ +(     )  ⃗  (     )  ⃗⃗ , если дано векторное поле   ⃗  (     )  ⃗ +(     )  ⃗  (     )  ⃗⃗ 

  ⃗  (     )  ⃗ +(     )  ⃗  (     )  ⃗⃗ .
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Приложение № 6

Индивидуальное задание № 4.
Неявная функция и ее дифференцирование

Вариант № 1
1. Найти производную первого порядка неявной функции 

y = f (x), заданной уравнением:

ey + 9x2e–y – 26x = 0.

2. Найти производные первого, второго, третьего порядка 
для функции y = f (x), определяемой уравнением:

x2 + 2xy – y2 = a2.

3. Найти дифференциалы первого и второго порядка функ-
ции z = f(x,y), заданной уравнением:

x3 – 3x2y + xz + y2z2 + y – 2x = 0.

4. Найти дифференциалы первого и второго порядка функ-
ции z = f(x, y), заданной системой:

{ 
 
    

     
  

   
    
  

     

 

 
5. Найти производные первого и второго порядка неявных 

функций x = x(z), y = y(z), заданных системой:

{                     
 

Вариант № 2
1. Найти производную первого порядка неявной функции 

y = f (x), заданной уравнением:

  √ 
    
           

 
2. Найти производные первого, второго, третьего порядка 

для функции y = f (x), определяемой уравнением:

          .        
 

.           .        
 3. Найти дифференциалы первого и второго порядка функ-

ции z = f(x, y), заданной уравнением:

z3 – 3xyz = R2.

4. Найти дифференциалы первого и второго порядка функ-
ции z = f(x, y), заданной системой:

{
  √ (         ) 
  √ (         ) 
       (   )  

 

 
5. Найти производные первого и второго порядка неявных 

функций x = x(z), y = y(z), заданных системой:

{                       

 

Вариант № 3
1. Найти производную первого порядка неявной функции 

y = f(x), заданной уравнением:

x3lny – y2lnx = 0.

2. Найти производные первого, второго, третьего порядка 
для функции y = f (x), определяемой уравнением:
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  √ 
    
         . 

 
.

3. Найти дифференциалы первого и второго порядка функ-
ции  z = f(x, y), заданной уравнением:

x + y + z = e–z.

4. Найти дифференциалы первого и второго порядка функ-
ции  z = f(x, y), заданной системой:

{
        
        
     

 

 
5. Найти производные первого и второго порядка неявных 

функций y = y(x), z = z(x), заданных системой:

{                         
 

Вариант № 4
1. Найти производную первого порядка неявной функции 

y = f (x), заданной уравнением:

1 + xy –ln(exy + e–xy) = 0.

2. Найти производные первого, второго, третьего порядка 
для функции y = f (x), определяемой уравнением:

            .

3. Найти дифференциалы первого и второго порядка функ-
ции z = f(x, y), заданной уравнением:

zxy = x + y + z.

4. Найти дифференциалы первого и второго порядка функ-
ции z = f(x, y), заданной системой:

{
                   
                   

         
 

 
5. Найти производные первого и второго порядка неявных 

функций y = y(x), z = z(x), заданных системой:

{ 
            
              

 
Вариант № 5

1. Найти производную первого порядка неявной функции y = 
= f (x), заданной уравнением:

x3 + y3 – 3xy = 0.

2. Найти производные первого, второго, третьего порядка 
для функции y = f (x), определяемой уравнением:

xy = yx.

3. Найти дифференциалы первого и второго порядка функ-
ции z = f(x, y), заданной уравнением:

 
    

 
     

 4. Найти дифференциалы первого и второго порядка функ-
ции z = f(x, y), заданной системой:

{
        
        
     

 

 5. Найти производные первого и второго порядка неявных 
функций y = y(x), z = z(x), заданных системой:

{     
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Вариант № 6
1. Найти производную первого порядка неявной функции 

y = f (x), заданной уравнением:

xy = yx.

2. Найти производные первого, второго, третьего порядка 
для функции y = f (x), определяемой уравнением:

x + y3 + xy2 + 2 = 0.

3. Найти дифференциалы первого и второго порядка функ-
ции z = f(x, y), заданной уравнением:

          
     

4. Найти дифференциалы первого и второго порядка функ-
ции z = f(x, y), заданной системой:

{
        
       
       

  

 
5. Найти производные первого и второго порядка неявных 

функций y = y(x), z = z(x), заданных системой:

{     
          

                
 

Вариант № 7
1. Найти производную первого порядка неявной функции 

y = f(x), заданной уравнением:

           
 

2. Найти производные первого, второго, третьего порядка 
для функции y = f(x), определяемой уравнением:

siny + ex – xy2 = 0.

3. Найти дифференциалы первого и второго порядка функ-
ции  z = f(x, y), заданной уравнением:

  
   

  
   

  
      

 
4. Найти дифференциалы первого и второго порядка функ-

ции z = f(x, y), заданной системой:

{
        
        
        

 

 
5. Найти производные первого и второго порядка неявных 

функций y = y(x), z = z(x), заданных системой:

{                       
 

Вариант № 8
1. Найти производную первого порядка неявной функции 

y = f(x), заданной уравнением:

xsiny + cos2y = cosy.

2. Найти производные первого, второго, третьего порядка 
для функции y = f (x), определяемой уравнением:

            .

3. Найти дифференциалы первого и второго порядка функ-
ции z = f(x, y), заданной уравнением:

x2 + y2 + z2 – xyz = 0.

4. Найти дифференциалы первого и второго порядка функ-
ции z = f(x, y), заданной системой:



108 109

{ 
 
    

     
  

   
    
  

    

 

 
5. Найти производные первого и второго порядка неявных 

функций x = x(z), y = y(z), заданных системой:

{ 
            
              

 

Вариант № 9
1. Найти производную первого порядка неявной функции 

y =  f(x), заданной уравнением:

xy = yx.

2. Найти производные первого, второго, третьего порядка 
для функции y = f(x), определяемой уравнением:

x2 – xy + 2y2 + x – y = 1.

3. Найти дифференциалы первого и второго порядка функ-
ции z = f(x,y), заданной уравнением:

   (   )         
 

4. Найти дифференциалы первого и второго порядка функ-
ции z = f(x, y), заданной системой:

{
  √ (         ) 
  √ (         )
       (   )  

  

5. Найти производные первого и второго порядка неявных 
функций y = y(x), z = z(x), заданных системой:

{                             

 
Вариант № 10

1. Найти производную первого порядка неявной функции 
y = f(x), заданной уравнением:

yex + ey = 0.

2. Найти производные первого, второго, третьего порядка 
для функции y = f(x), определяемой уравнением:

sinxy = 1 – 0,2xy.

3. Найти дифференциалы первого и второго порядка функ-
ции z = f(x, y), заданной уравнением:

x2 + y2 + z2 + 2xy = 1.

4. Найти дифференциалы первого и второго порядка функ-
ции z = f(x, y), заданной системой:

{
        
        
     

 

 5. Найти производные первого и второго порядка неявных 
функций y = y(x), z = z(x), заданных системой:

{           
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Приложение № 7

Индивидуальное задание № 5. 
Исследование неявных функций

Вариант №1
1. Составить уравнение касательной плоскости и нормали к по-

верхности z = z(x, y), определенной неявно уравнением F(x, y, z) = 0, в 
данной точке M0(x0, y0, z0):

x2 + y2 + z2 – 1 = 0, M(1; 0; 0).
2. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к по-

верхности, заданной системой, в данной точке:

{
        
        
     

 

 
3. К поверхности x2 + 2y2 + 3z2 = 21 провести касательные пло-

скости, параллельные плоскости x + 4y + 6z = 0.
4. Исследовать на экстремум функцию трех переменных:

u = x2 – 2xy + 4y2 + 6z2 + 6yz – 6z.
5. Исследовать на экстремум неявную функцию z = z(x, y), за-

данную уравнением:
z3 – xyz + y2 + 4x2 = 16.

6. Найти условный экстремум функции z = z(x, y) при условии 
связи φ(x, y) = 0:

z = xy2, x2 + y2 = 1.
7. Найти условный экстремум функции u = f(x, y, z) при условии 

связи φ(x, y, z) = 0:
u = x – 2y + 3z, x2 + y2 + z2 = 1.

8. Найти условный экстремум функции u = f(x, y, z) при услови-
ях связи φ1(x, y, z) = 0, φ2(x, y, z) = 0:

u = xyz, x2 + y2 + z2 = 1, x + y + z = 0.

Вариант № 2
1. Составить уравнение касательной плоскости и нормали к по-

верхности z = z(x, y), определенной неявно уравнением F(x, y, z) = 0, в 
данной точке M0(x0, y0, z0):

(z2 – x2)xyz – y5 = 5, M(1; 1; 2).
2. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к по-

верхности, заданной системой, в данной точке:

{
      
        
        

 M(1; 2). 

 
3. К поверхности xy + z2 + xz = 1 провести касательные плоско-

сти, параллельные плоскости x + 2z – y = 0.
4. Исследовать на экстремум функцию трех переменных:

u = xy + yz + zx.
5. Исследовать на экстремум неявную функцию z = z(x, y), за-

данную уравнением:

x2 + y2 + z2 – xy – yz + 2x + 2y + 2z = 2.
6. Найти условный экстремум функции z = z(x, y) при условии 

связи φ(x, y) = 0:

             
 
   

 
 . 

 
7. Найти условный экстремум функции u = f(x, y, z) при условии 

связи φ(x, y, z) = 0:
u = 2x + y – 3z + 1,  x2 + y2 + 2z2 = 22.

8. Найти условный экстремум функции u = f(x, y, z) при услови-
ях связи φ1(x, y, z) = 0, φ2(x, y, z) = 0:

u = xy + yz, x2 + y2 = 2, y + z = 2 (x > 0, y > 0, z > 0).

Вариант № 3
1. Составить уравнение касательной плоскости и нормали к по-

верхности z = z(x, y), определенной неявно уравнением F(x, y, z) = 0, в 
данной точке M0(x0, y0, z0):
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ez – z + xy = 3, M(2; 1; 0).

2. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к по-
верхности, заданной системой, в данной точке:

{
        
        
    

 M(1;   ). 

 
3. К поверхности 4x2 + 4y2 + z2 = 4 провести касательные пло-

скости, параллельные плоскости 12x – 3y + 2z = 0.
4. Исследовать на экстремум функцию трех переменных:

u = yx3 z2(2 – y – 2z – 3x).

5. Исследовать на экстремум неявные функции z = z(x, y), за-
данные уравнением:

2x2 + 2y2 + z2 + 8yz – z + 8 = 0.

6. Найти условный экстремум функции z = z(x, y) при условии 
связи φ(x, y) = 0:

z = exy, x + y = 1.

7. Найти условный экстремум функции u = f(x, y, z) при условии 
связи φ(x, y, z) = 0:

u = xyz, xy + xz + yz = a2 (x > 0, y > 0, z > 0, a > 0).

8. Найти условный экстремум функции u = f(x, y, z) при услови-
ях связи φ1(x, y, z) = 0, φ2(x, y, z) = 0:

u = xyz, xy + yz + zx = 8, x + y + z = 5.

Вариант № 4
1. Составить уравнение касательной плоскости и нормали к по-

верхности z = z(x, y), определенной неявно уравнением F(x, y, z) = 0, 
в данной точке M0(x0, y0, z0):

x2 + 2y2 + 3z2 = 0, M(1; –1; 1).

2. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к по-
верхности, заданной системой, в данной точке:

{
           
           

     
 

 3. К сфере x2 + y2 + z2 = 2x провести касательную плоскость, 

перпендикулярную плоскостям             
 
     .

4. Исследовать на экстремум функцию трех переменных:
u = lnxy – z(x – y) – x2 – y2 + 2xy – y.

5. Исследовать на экстремум неявные функции z = z(x, y), за-
данные уравнением:

z2 + xyz + xy2 – x3 = 0.
6. Найти условный экстремум функции z = z(x, y) при условии 

связи φ(x, y) = 0:
z = xy, x2 + y2 = 1.

7. Найти условный экстремум функции u = f(x, y, z) при условии 
связи φ(x, y, z) = 0:

u = x y2 z3, x + my2 + nz3 = 1 (x > 0, y > 0, z > 0, m > 0, n > 0).
8. Найти условный экстремум функции u = f(x, y, z) при услови-

ях связи φ1(x, y, z) = 0, φ2(x, y, z) = 0:

u = xyz, x + y – z = 3, x – y – z = 8.

Вариант № 5
1. Составить уравнение касательной плоскости и нормали к по-

верхности z = z(x, y), определенной неявно уравнением F(x, y, z) = 0, 
в данной точке M0(x0, y0, z0):

x2 + y2 + z2 – 169 = 0, M(3; 4; 12).

2. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к по-
верхности, заданной системой, в данной точке:

{
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3. К поверхности x2 + 2y2 + 3z2 + 2xy + 4yz = 8 провести каса-
тельные плоскости, параллельные координатным плоскостям.

4. Исследовать на экстремум функцию трех переменных:
u = zlnz – z – zlnxy + xy + x2 + 2y2 – 4x – 2y.

5. Исследовать на экстремум неявные функции z = z(x, y), за-
данные уравнением:

5x2 + 5y2 + 5z2 – 2xy – 2xz – 2yz – 72 = 0.

6. Найти условный экстремум функции z = z(x, y) при условии 
связи φ(x, y) = 0:

z = 6 – 4x – 3y, x2 + y2 = 1.

7. Найти условный экстремум функции u = f(x, y, z) при условии 
связи φ(x, y, z) = 0:

u = x2 + y2 + 2z2, x – y + z = 1.

8. Найти условный экстремум функции u = f(x, y, z) при услови-
ях связи φ1(x, y, z) = 0, φ2(x, y, z) = 0:

u = x + y + z, xyz = 8, 
  
     .

Вариант № 6
1. Составить уравнение касательной плоскости и нормали к по-

верхности z = z(x, y), определенной неявно уравнением F(x, y, z) = 0, 
в данной точке M0(x0, y0, z0):

x3 + y3 + z3 + xyz = 0, M(1; –1; –1).

2. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к по-
верхности, заданной системой, в данной точке:

{
        
        
     

 

 
3. К поверхности x2 + y2 – z2 = 2x провести касательные плоско-

сти, отсекающие на координатных плоскостях равные по величи-
не отрезки.

4. Исследовать на экстремум функцию трех переменных:

u = x2 – 2xy + 4y2 + 6z2 + 6yz – 6z.
5. Исследовать на экстремум неявные функции z = z(x, y), за-

данные уравнением:
z4 + y4 + x4 = 2(x2 + y2 + z2 ).

6. Найти условный экстремум функции z = z(x, y) при условии 
связи φ(x, y) = 0:

z = xy, x + y = 1.
7. Найти условный экстремум функции u = f(x, y, z) при усло-

вии связи φ(x, y, z) = 0:
u = x3 + y2 – z3 + 5, x + y – z = 0.

8. Найти условный экстремум функции u = f(x, y, z) при услови-
ях связи φ1(x, y, z) = 0, φ2(x, y, z) = 0:

u = xyz, x2 + y2 + z2 = 1, x + y + z = 0.

Вариант № 7
1. Составить уравнение касательной плоскости и нормали к по-

верхности z = z(x, y), определенной неявно уравнением F(x, y, z) = 0, 
в данной точке M0(x0, y0, z0):

x3 + z3 – 3xz = 0, M(1; 4; 2).
2. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к по-

верхности, заданной системой, в данной точке:

{
      
        
        

 M(1; 2). 

 
3. К поверхности x2 + 2y2 + 3z2 = 21 провести касательные пло-

скости, параллельные плоскости x + 4y + 6z = 0.
4. Исследовать на экстремум функцию трех переменных:

u = xy + yz + zx.

5. Исследовать на экстремум неявные функции z = z(x, y), за-
данные уравнением:

5z2 + 4yz + y2 – 2y + 3x2 – 6x + 4 = 0.
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6. Найти условный экстремум функции z = z(x, y) при условии 
связи φ(x, y) = 0:

z = x2 + y2, x + y = 1.
7. Найти условный экстремум функции u = f(x, y, z) при условии 

связи φ(x, y, z) =0:
u = x – 2y + 3z, x2 + y2 – z2 = 1.

8. Найти условный экстремум функции u = f(x, y, z) при услови-
ях связи φ1(x, y, z) = 0, φ2(x, y, z) = 0:

u = xy + yz, x2 + y2 = 2, y + z = 2 (x > 0, y > 0, z > 0).

Вариант № 8
1. Составить уравнение касательной плоскости и нормали к по-

верхности z = z(x, y), определенной неявно уравнением F(x, y, z) = 0, 
в данной точке M0(x0, y0, z0):

x3 + y3 + z3 = xy + xz + yz, M(1; 1; 1).
2. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к по-

верхности, заданной системой, в данной точке:

{
        
        
    

 

 3. К поверхности xy + xz + z2 = 0 провести касательные плоско-
сти, параллельные плоскости x + 4y – z = 0.

4. Исследовать на экстремум функцию трех переменных:
u = yx3z2(2 – y – 2z – 3x).

5. Исследовать на экстремум неявные функции z = z(x, y), за-
данные уравнением:

(x2 + y2 – z2)2 = a2 (x2 + y2 + z2).
6. Найти условный экстремум функции z = z(x, y) при условии 

связи φ(x, y) = 0:
z = xy, x2 + y2 = 2.

7. Найти условный экстремум функции u = f(x, y, z) при условии 
связи φ(x, y, z) = 0:

u = xy2z3, x + 2y + 3z = 6.
8. Найти условный экстремум функции u = f(x, y, z) при услови-

ях связи φ1(x, y, z) = 0, φ2(x, y, z) = 0:
u = xyz, yz + yz + zx = 8, x +y + z = 5.

Вариант № 9
1. Составить уравнение касательной плоскости z = z(x, y) и нор-

мали к поверхности, определенной неявно уравнением F(x, y, z) = 0, 
в данной точке M0(x0, y0, z0):

               (     ) .

2. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к по-
верхности, заданной системой, в данной точке:

{
           
           

     
 

 
3. К поверхности 4x2 + 4y2 + z2 = 4 провести касательные пло-

скости, параллельные плоскости 12x – 3y + 2z = 0.
4. Исследовать на экстремум функцию трех переменных:

u = lnxy – z(x – y) – x2 – y2 + 2xy – y.
5. Исследовать на экстремум неявные функции z = z(x, y), за-

данные уравнением:

  
    

          .

6. Найти условный экстремум функции z = z(x, y) при условии 
связи φ(x, y) = 0:

z = x2 + 12xy + 2y2, 4x2 + y2 = 25.
7. Найти условный экстремум функции u = f(x, y, z) при условии 

связи φ(x, y, z) = 0:
u = x – 2y + 2z, x2 + y2 – z2 = 1.

8. Найти условный экстремум функции u = f(x, y, z) при услови-
ях связи φ1(x, y, z) = 0, φ2(x, y, z) = 0:
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u = xyz, x + y – z = 3 = 1, x – y – z = 8.

Вариант № 10
1. Составить уравнение касательной плоскости и нормали к по-

верхности z = z(x, y), определенной неявно уравнением F(x, y, z) = 0, 
в данной точке M0(x0, y0, z0):

  
   

  
   

  
                 .

2. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к по-
верхности, заданной системой, в данной точке:

{
        
        
        

 

 
3. К поверхности x2 + 2y2 + 3z2 + 2xy + 2xz + 4yz = 8 провести ка-

сательные плоскости, параллельные координатным плоскостям.
4. Исследовать на экстремум функцию трех переменных:

u = zlnz – z – zlnxy + xy + x2 + 2y2 – 4x – 2y.
5. Исследовать на экстремум неявные функции z = z(x, y), за-

данные уравнением:
2(x2 + z2) + 3(2y2 + 1) + 8(xz – y) – 4x = 0.

6. Найти условный экстремум функции z = z(x, y) при условии 
связи φ(x, y) = 0:

                        .

7. Найти условный экстремум функции u = f(x, y, z) при условии 
связи φ(x, y, z) =0:

u = x2y3z4, 2x + 3y + 4z = 2.
8. Найти условный экстремум функции u = f(x, y, z) при услови-

ях связи φ1(x, y, z) = 0, φ2(x, y, z) = 0:

                   
     .
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