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ВВЕДЕНИЕ 
 
 
 
Пособие предназначено для студентов различных специальностей, 

изучающих высшую математику в вузе в разном объеме, и для преподавате-
лей. 

Учебно-методическое пособие состоит из введения, шести глав («Эле-
менты линейной алгебры», «Элементы векторной алгебры», «Аналитическая 
геометрия», «Комплексные числа», «Неопределенный интеграл», «Опреде-
ленный интеграл») и списка рекомендуемой литературы. 

Для изучения материала необходимы базовые знания школьной про-
граммы по курсу «Математика». Знания, полученные в разделе курса «Выс-
шая математика», необходимы студентам для успешного изучения других 
дисциплин в вузе. 

Пособие написано таким образом, чтобы студенты могли самостоя-
тельно изучать курс, подготавливаться к практическим занятиям. В начале 
каждой главы сформулированы цели, задачи и что должен знать студент по-
сле изучения главы. Также в каждой главе приведены основополагающие ре-
зультаты теории, алгоритмы и решения типовых задач, набор вопросов для 
самопроверки, контрольные и самостоятельные работы. 

В результате изучения темы у студентов развивается логическое и ал-
горитмическое мышление, они овладевают методами исследования и реше-
ния математических задач, вырабатывается умение самостоятельно расши-
рять свои математические знания, проводить анализ прикладных задач, при-
нимать рациональные решения. 
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СОДЕРЖАНИЕ ЛЕКЦИОННОГО КУРСА 
 
 
 

ГЛАВА I. ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ 
 

Матрицы, основные понятия, действия над ними и их свойства. Эле-
ментарные преобразования матриц. 

Определители. Основные понятия. Свойства определителей. Вычисле-
ние определителей первого, второго, третьего порядков, их свойства. Алгеб-
раические дополнения и миноры. Вычисление определителей n-го порядка. 
Вычисление определителей различными способами.  

Невырожденные матрицы. Основные понятия, понятие обратной мат-
рицы. Ранг матрицы. Способы вычисления ранга матрицы. 

Системы линейных алгебраических уравнений. Основные понятия. 
Исследование систем линейных уравнений. Решение систем линейных урав-
нений методом Гаусса, по формулам Крамера, матричным способом. 
 

ГЛАВА II. ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ 
 
Векторы, основные понятия. Линейные операции над векторами и их 

свойства. Разложение вектора по ортам в плоскости и пространстве. Направ-
ляющие косинусы и длина вектора. Понятие о векторных диаграммах в 
науке и технике. Скалярное произведение векторов и его свойства. Угол 
между векторами. Выражение скалярного произведения векторов через ко-
ординаты векторов и проекции. 

Векторное произведение двух векторов, его свойства. Выражение век-
торного произведения векторов через координаты. Геометрический смысл 
векторного произведения векторов. Условие коллинеарности двух векторов. 

Смешанное произведение трех векторов, его свойства. Выражение 
смешанного произведения векторов через координаты векторов. Геометри-
ческий смысл смешанного произведения векторов. 

Приложения скалярного, векторного и смешанного произведения век-
торов. 

Понятие линейного (векторного) пространства. Вектор как элемент 
линейного пространства. Отображения линейных пространств. Линейные 
отображения (операторы), их матрицы. Собственные векторы и собственные 
значения линейных операторов. Преобразование матрицы линейного опера-
тора при переходе к новому базису. 

 
ГЛАВА III. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

 
Системы координат. Декартова (прямоугольная) система координат, 

полярная система координат на плоскости. Построение кривых в полярных 
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координатах. Цилиндрические и сферические координаты в пространстве. 
Различные способы задания линий и поверхностей в пространстве. Связь 
между координатами прямоугольной и полярной системы координат. Пре-
образование систем координат. 

Уравнение плоскости в пространстве. Виды уравнения плоскости в 
пространстве. Расстояние от точки до плоскости. Угол между плоскостями. 
Условие параллельности и перпендикулярности двух плоскостей. 

Уравнение линии на плоскости. Различные формы уравнения прямой 
на плоскости и в пространстве. Угол между двумя прямыми. Условие парал-
лельности и перпендикулярности прямых. Условие принадлежности двух 
прямых одной плоскости. Расстояние между двумя точками в пространстве. 
Деление отрезка в заданном соотношении. Расстояние от точки до прямой.  

Взаимное расположение плоскостей, прямых, плоскости и прямой в 
пространстве. Угол между прямой и плоскостью в пространстве. Пересече-
ние прямой с плоскостью. Условие принадлежности прямой плоскости. 

Кривые второго порядка на плоскости. Окружность, эллипс, гипербо-
ла, парабола. Определение, вывод уравнений, свойства, построение. Техни-
ческие приложения геометрических свойств кривых. 

Уравнение поверхности в пространстве. Цилиндрические поверхности. 
Поверхности вращения, конические поверхности. Конические уравнения по-
верхности второго порядка. Сфера, конус, эллипсоид, гиперболоид, парабо-
лоид. Построение поверхностей методом сечений, их свойства. 

 
ГЛАВА IV. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

 
Комплексные числа. Основные понятия, алгебраические операции над 

комплексными числами и их свойства. Изображение комплексных чисел на 
плоскости. Комплексная плоскость. Модуль и аргумент комплексного числа. 
Формы записи комплексного числа. Возведение комплексного числа в сте-
пень с натуральным показателем и извлечение корней из  комплексных чи-
сел. Решение алгебраических уравнений в комплексной области. 

 
ГЛАВА V. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

 
Понятие первообразной и неопределенного интеграла. Свойства, таб-

лица основных неопределенных интегралов. Основные методы вычисления 
неопределенного интеграла: метод непосредственного интегрирования, ме-
тод интегрирования подстановкой (заменой переменной), метод интегриро-
вания по частям. Интегрирование некоторых классов элементарных функ-
ций. «Неберущиеся» интегралы. 

 
ГЛАВА VI. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

 
Понятие определенного интеграла. Определение определенного интегра-

ла, свойства. Геометрический и физический смысл определенного интеграла. 
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Формула Ньютона–Лейбница. Методы вычисления определенного ин-
теграла. Интегрирование четных и нечетных функций. Несобственные инте-
гралы, их  свойства. Приложение определенного интеграла к решению задач 
механики и физики. Геометрические и физические приложения определен-
ного интеграла. 

Приближенное вычисление определенного интеграла по формулам 
прямоугольников, трапеций, Симпсона. 

 
Тематика практических занятий 

 
№ 

темы Название практического занятия 

1 Элементы линейной алгебры 
2 Элементы векторной алгебры 
3 Аналитическая геометрия 
4 Комплексные числа 
5 Неопределенный интеграл 
6 Определенный интеграл 

 
При решении задач необходимо составить алгоритм решения (он при-

водится в разделах по соответствующей теме), обосновывать каждый этап 
решения исходя из теоретических знаний. Если существует несколько спо-
собов решения задачи, то необходимо сравнить их и выбрать рациональный. 
Решение задач и примеров необходимо излагать подробно, выполнять вспо-
могательные вычисления, отделяя их от основных. В конце решения нужно 
сделать проверку и записать ответ. 
 

РЕКОМЕНДАЦИИ ПО САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЕ  
СТУДЕНТА 

 
Методические рекомендации по отдельным видам  

самостоятельной работы 
 

Самостоятельная работа студентов занимает важное место в освоении 
курса и в основном заключается: 

в изучении лекционного материала; 
в подготовке к практическим занятиям, включая решение задач, реко-

мендуемых преподавателем в качестве домашних упражнений; 
в подготовке к самостоятельным, контрольным работам; 
в подготовке к коллоквиуму; 
в подготовке к  экзамену. 
Предусматривается дополнительное изучение отдельных разделов и 

тем дисциплин. 
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Указания по самостоятельному  
изучению теоретической части дисциплины  

 
При изучении дисциплины большая роль отводится самостоятельной 

работе студентов. Студент должен: 
– детально изучать рекомендуемую литературу; 
– подготавливаться к семинарам; 
– самостоятельно решать приведенные в учебно-методическом посо-

бии задачи; 
– отвечать на сформулированные в конце каждой главы  вопросы; 
– осуществлять самоконтроль с помощью тестов. 
Для изучения дисциплины требуются знания школьной программы ма-

тематики. 
Самостоятельная работа по данному курсу в основном заключается в 

подготовке к практическим занятиям и изучении лекционного материала. 
Контроль за выполнением этой части самостоятельной работы осуществля-
ется на коллоквиуме, перед практическими занятиями. Кроме того, преду-
смотрено выполнение студентами контрольных работ с последующим ана-
лизом решений задач. 

После изучения темы и решения задач по ней студенту рекомендуется 
ответить на теоретические вопросы, приведенные в конце тем, воспроизве-
сти определения, выводы формул, формулировки и доказательства теорем. 
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ГЛАВА I 
ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ 

 
 
 
 Цели 
Иметь представление о: 
• матицах и действиях над ними; 
• элементарных преобразованиях матриц; 
• определителе матрицы и его свойствах; 
• ранге матрицы; 
• невырожденной и вырожденной матрице; 
• обратной матрице; 
• системах линейных алгебраических уравнений, их исследований 

и решений различными методами. 
Знать: 
• действия над матрицами; 
• элементарные преобразования матрицы; 
• правило треугольника; 
• вычисление определителя матрицы разложением по строке или 

столбцу; 
• свойства определителей; 
• алгоритм нахождения обратной матрицы; 
• алгоритмы нахождения ранга матрицы; 
• алгоритм исследования системы линейных алгебраических урав-

нений; 
• алгоритм решения системы линейных алгебраических уравнений 

методом Крамера; 
• алгоритм решения системы линейных алгебраических уравнений 

методом Гаусса; 
• алгоритм решения систем линейных алгебраических уравнений 

матричным методом. 
Уметь: 
Находить сумму, разность, произведение матриц, обратную и транспо-

нированную матрицу. Вычислять определитель матрицы любого порядка, 
ранг матрицы. Исследовать и решать систему линейных алгебраических урав-
нений различными способами. 
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1. МАТРИЦЫ 
 

1.1. Матрицы. Основные понятия 
 

Рассмотрим таблицы из чисел, называемых матрицами. А также ос-
новные операции над ними, их свойства, определители, ранг. Примером мат-
рицы является таблица Пифагора. 

Матрицей называется прямоугольная таблица чисел, состоящая из m 
строк одинаковой длины и n столбцов одинаковой длины. 

Математическая запись матрицы: 



















=×

mnmm

n

n

nm

aaa

aaa
aaa

A

...
.................
...
...

21

22221

11211

, где 
.,1

;,1

nj
mi

=

=
   (1.1) 

числа m и n называются порядками матрицы. 
Элементами матрицы ( )ija  называются числа, входящие в ее состав. 
Индекс i  – номер строки; 
индекс j  – номер столбца. 
Способы записи матриц: ( ) [ ]ijijij aaaA === . 

ПРИМЕРЫ МАТРИЦ: 







=× 43

21
22A , ( )23131 =×B . 

 
Матрица A  порядка 22×  и содержит четыре элемента. Матрица B  по-

рядка 31×  и содержит три элемента. 
Матрица A  n  порядка, у которой число строк равно числу столбцов, 

называется квадратной ( nm = ). 
Математическая запись квадратной матрицы: 

 



















=×

nnnn

n

n

nn

aaa

aaa
aaa

A

...
..................
...
...

21

22221

11211

, где nn ,1= .    (1.2) 

ПРИМЕРЫ КВАДРАТНЫХ МАТРИЦ: 









−

=× 13
20

22A , 















=×

987
654
321

33B , ( )5−=C . 

 
Соответственно квадратные матрицы 2, 3 и 1 порядка. 
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Квадратная матрица A  n  порядка (1.2) называется симметричной, ес-
ли jiij aa = . 

ПРИМЕР СИММЕТРИЧНОЙ МАТРИЦЫ: 















=×

807
043
731

33B . 

 
Главной диагональю матрицы A  (1.2) называется диагональ 

11a  22a  … nna , идущая из левого верхнего угла этой матрицы в правый ниж-
ний ее угол. 

Побочной диагональю матрицы A  (1.2) называется диагональ 
1na  ( )21−na  … na1 , идущая из левого нижнего угла в правый верхний. 

Квадратная матрица A  (1.2), у которой все элементы, кроме элементов 
главной диагонали, равны нулю, называется диагональной. 

Математическая запись диагональной матрицы: 



















=×

nn

nn

a

a
a

A

...000
..................

0...00
0...00

22

11

. 

ПРИМЕРЫ ДИАГОНАЛЬНЫХ МАТРИЦ:  

















−
=×

300
050
001

33B , 






−
=× 180

02
22A . 

 
Диагональная матрица A , у которой все элементы главной диагонали 

равны единице, называется единичной матрицей и обозначается буквой E . 

Математическая запись диагональной матрицы: 



















=×

1...000
..................

0...010
0...001

nnE . 

ПРИМЕРЫ ЕДИНИЧНЫХ МАТРИЦ:  
















=×

100
010
001

33E , 







=× 10

01
22E . 

 
Матрица, все элементы которой равны 0, называется нулевой матрицей 

и обозначается буквой O . 
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Математическая запись нулевой матрицы: 



















=

0...000
..................

0...000
0...000

O . 

 
Противоположной матрице A  (1.1) называется матрица A− , все эле-

менты которой противоположны элементам матрицы A . 

Если 



















=×

mnmm

n

n

nm

aaa

aaa
aaa

A

...
...................
...
...

21

22221

11211

, то 



















−−−

−−−

−−−

=− ×

mnmm

n

n

nm

aaa

aaa
aaa

A

...
...................

...
...

21

22221

11211

. 

ПРИМЕР ПРОТИВОПОЛОЖНОЙ МАТРИЦЫ: 

Если матрица 







=× 243

510
32B , то противоположная матрица равна 









−−−
−−

=− × 243
510

32B . 

 
Квадратная матрица называется треугольной, если все элементы, рас-

положенные по одну сторону от главной диагонали, равны нулю. 
ПРИМЕРЫ ТРЕУГОЛЬНЫХ МАТРИЦ: 



















=

1000
7300
8750
4321

A , 















=

173
052
001

B . 

 
Матрица размера nm×  называется трапецеидальной, если она имеет 

вид 





























0...............00
..........................

0.......0...00
......00
............................
......0
......

2222

111211

rnrr

nr

nr

aa

aaa
aaaa

, где элементы 11a , 22a , rra  отличны от нуля. 

Матрица, содержащая одну строку или один столбец, называется век-
тором (или вектор-строка, вектор-столбец соответственно). 
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Математическая запись матрицы вектора: 



















=

ma

a
a

A
...

2

1

, ( )nbbbB ...21= . 

ПРИМЕРЫ МАТРИЦ ВЕКТОРОВ: ( )325=A , ( )1=B . 
 
Матрица, полученная из данной матрицы А (1.1) заменой каждой ее 

строки столбцом с тем же номером, называется матрицей, транспонирован-
ной к данной, и обозначается Ат. 

Математическая запись транспонированной матрицы: 

Если 



















=×

mnmm

n

n

nm

aaa

aaa
aaa

A

...
..................

...
...

21

22221

11211

,  где 
nj

mi

,1

,1

=

=
,   то 



















=×

mnnn

m

m

T
nm

aaa

aaa
aaa

A

...
..................

...
...

21

22212

12111

. 

ПРИМЕР. 

Даны матрицы: 







=× 109876

54321
52A , 

















−
−−

−
=×

121
253
133

33B , 

















−
=×

53
107
20

23C . Найти: TA , TB , TC . 

РЕШЕНИЕ: 

Если 







=× 109876

54321
52A , то 























=×

105
94
83
72
61

25
TA . 

Если 
















−
−−

−
=×

121
253
133

33B , то 
















−
−−

−
=×

121
253
133

33
TB . 

Если 
















−
=×

53
107
20

23C , то 






 −
=× 5102

370
32

TC . 
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ОТВЕТ: 























=×

105
94
83
72
61

25
TA , 

















−
−−

−
=×

121
253
133

33
TB , 







 −
=× 5102

370
32

TC . 

 
Свойство транспонированной матрицы: ( ) AA TT = . 
Матрица А называется равной матрице В, если эти матрицы имеют 

одинаковые порядки и все их соответствующие элементы совпадают. 
ПРИМЕР РАВНЫХ МАТРИЦ: 

Если 







=× 109876

54321
52A , 








=× 109876

54321
52B , тогда BA = . 

 
1.2. Основные операции над матрицами и их свойства 

 
1. Операция сложения (вычитания). 
Суммой (разностью) двух матриц ( )ijaA =  и ( )ijbB = , где mi ,1= , 

nj ,1=  одних и тех же порядков m и n, называется матрица ( )ijcC = , где 

mi ,1= , nj ,1=  тех же порядков m и n, элементы которой равны ijijij bac +=  

( ijijij bac −= ), где mi ,1= , nj ,1= . 
ПРИМЕР. 

Даны матрицы: 







=× 43

21
22A , 








=× 86

75
22B , 








=× 57

32
22C , 









=× 46

21
22D , 















 −
=×

091
974
1013

33K , 
















−
−−
−

=×

544
421
562

33L . Вычислить: 

222222 ××× += BAG , 222222 ××× −= DCZ , 333333 ××× −= LKQ . 
РЕШЕНИЕ: 
Так как пары матрицы A  и B , C  и D , K  и L  одного порядка, то 

можно вычислить их сумму или разность. 

=















=








+








=+= ×××

матрицы второй элементами
ующимисоответств с суммируем

матрицы первой элементы

86
75

43
21

222222 BAG









=








++
++

=
129
96

8463
7251

;
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=















=








−








=−= ×××

матрицы второй и первой
элементами ующимисоответств

между разность находим

46
21

57
32

222222 DCZ









=








−−
−−

=
11
11

4567
2312

; 

=















=

















−
−−
−

+














 −
=−= ×××

матрицы второй элементами
ующимисоответств с суммируем

матрицы первой элементы

544
421
562

091
974
1013

333333 LKQ

( )
( ) ( )
( )

.
555
555
555

504941
492714

5106123
















=

















+−++
−+−++
−++−+

=  

ОТВЕТ: 







=× 129

96
22G , 








=× 11

11
22Z , .

555
555
555

33















=×Q  

 
Свойства операции сложения: 
10. Коммутативность  ABBA +=+ . 
20. Ассоциативность  ( ) ( ).CBACBA ++=++  
30. Согласованность с операцией сложения чисел  

                   ( ) .AAA ⋅+⋅=⋅+ βαβα  
40. Дистрибутивность умножения числового множителя относительно 

сложения матриц 
                                                    ( ) .BABA ⋅+⋅=+⋅ ααα  
50. Согласованность с операцией умножения чисел 

                                                    ( ) ( ) .AA ⋅⋅=⋅⋅ βαβα  
60. ( ) .TTT BABA +=+  
70. Существует нулевая матрица AOA =+ . 
80. Существует противоположная матрица ,OAA =−  

где α , β  – числа; A , B , C , O  – матрицы. 
ПРИМЕР. 

Даны матрицы: 
















−
=×

743
531
642

33A , 















−=×

221
111
752

33B , 















=×

433
232
112

33C , 








−
=× 02

11
22K , 







 −
=× 15

23
22L . Вычислить: A⋅7 , LKM ⋅−⋅= 32 , 

CBD ⋅+⋅= 53 . 
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РЕШЕНИЕ: 
Каждый элемент матрицы умножаем на множитель константу 

( )
=

















⋅⋅−⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

=








=
















−
⋅=⋅

774737
573717
674727

7 на умножаем матрицы
элемент каждый

743
531
642

77 A

















−
=

492821
35217
422814

; 

=






 −
⋅−







−
⋅=⋅−⋅= ××× 15

23
3

02
11

232 222222 LKM

( ) ( )
=








⋅⋅
−⋅⋅

−







⋅⋅
⋅−⋅

=















=

1353
2333

0222
1212

множитель
числовой ующийсоответств на

умножаем матрицы элемент каждый

( )
=








−−
−−−−

=















=







 −
−







−
=

30154
6292

матрицы второй и первой
элементами ующимисоответств

между разность находим

315
69

04
22









−−

−
=

311
811

; 

=















⋅+
















−⋅=⋅+⋅= ×××

433
232
112

5
221
111
752

353 333333 CBD

( ) =
















⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

+
















⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

=















=

453535
253525
151525

232313
131313

735323

множитель
числовой ующийсоответств на

умножаем матрицы элемент каждый

=















=
















+
















−=

матрицы второй
элементами ующимисоответств с

суммируем матрицы первой элементы

201515
101510
5510

663
333

21156
















=

















+++
+−++
+++

=
262118
71813
262016

206156153
103153103
521515106

. 

ОТВЕТ:  

















−
=⋅

492821
35217
422814

7 A , 







−−

−
=× 311

811
22M , 
















=×

262118
71813
262016

33D . 
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2. Операция произведения. 
Произведением матрицы ( )ijnm aA =× , mi ,1= , nj ,1= , имеющей поряд-

ки, соответственно равные m  и n , на матрицу pjnibB ijpn ,1;,1),( ===× , 
имеющую порядки, соответственно равные n  и p , называется матрица 

( )ijpm cC =×  mi ,1= , pj ,1= , имеющая порядки соответственно m  и p  и эле-

менты ijc , определяемые формулой, kj

n

k
ikij bac ∑

=

=
1

, mi ,1= , pj ,1= . 

nppmnm BAC ××× ⋅= . 
 
Свойства операции произведения: 
10. Ассоциативность  матриц ( ) ( )CBACBA ⋅⋅=⋅⋅ . 
20. Дистрибутивность умножения матриц относительно сложения  

                  ( ) CABACBA ⋅+⋅=+⋅ . 
30. Согласованность с операцией умножения матриц  

            ( ) ( ) BABA ⋅⋅=⋅⋅ αα . 
40. AEAAE =⋅=⋅ . 
50. OOAAO =⋅=⋅ . 
60. ( ) TTT BABA ⋅=⋅ . 
70. Некоммутативны ABBA ⋅≠⋅ , 
где α  – число, A , B , C , O , E  – матрицы. 
Для любой квадратной матрицы A  существует единичная матрица то-

го же порядка, что и матрица A . 
ПРИМЕР. 

Даны матрицы 







=× 654

321
32A , 








−

=× 02
21

22B , 






 −
=× 25.05.0

5.00
22C , 









−

=× 2
1

12D . Найти произведение матриц: BA ⋅ , CBK ⋅= , DCM ⋅= . 

РЕШЕНИЕ: 
1. Произведение двух матриц можно вычислить, если количество 

столбцов первой матрицы равно количеству строк второй матрицы. 
Матрица 32×A  порядка 32×  имеет две строки и три столбца, матрица 

22×B  второго порядка имеет две строки и два столбца. Следовательно, коли-
чество столбцов матрицы A  не равно количеству строк матрицы B  ( )23 ≠ , 
значит, произведения матриц BA ⋅  не существует. 

Матрицы 22×B  и 22×C  второго порядка, т. е. количество столбцов матри-
цы B  равно количеству строк матрицы C  ( )22 = , следовательно, произведе-
ние матриц CB ⋅  существует. Вычислить произведение матриц CB ⋅ . 









=








⋅







=⋅=

2221

1211

2221

1211

2221

1211

kk
kk

cc
cc

bb
bb

CBK . При нахождении произведения 
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матриц, чтобы не допустить ошибки в вычислениях, необходимо вычислить 
каждый элемент новой матрицы отдельно. Первый индекс элемента новой 
матрицы – 11k , указывает, какую строку необходимо взять из матрицы B , 
второй индекс – 11k , элемента новой матрицы, указывает, какой столбец 
необходимо взять из второй матрицы и вычислить сумму произведения этих 
элементов. Т. е. для вычисления элемента 11k  необходимо элементы первой 
строки матрицы B  умножить на элементы первого столбца матрицы C  и 
найти сумму полученных произведений, для вычисления элемента 12k  необ-
ходимо элементы первой строки матрицы B  умножить на элементы второго 
столбца матрицы C  и найти сумму полученных чисел и т. д. 

Схема вычисления элемента 12k : 







••
••

⋅







••
••

 (сумма произведения 

элементов первой строки и второго столбца). 
1105,02012112111111 =+=⋅+⋅=⋅+⋅= cbcbk  (вычисляем сумму произведения эле-

ментов первой строки матрицы B  и первого 
столбца матрицы C ); 

( ) 05,05,025,025,012212121112 =+−=⋅+−⋅=⋅+⋅= cbcbk  (вычисляем сумму произве-
дения элементов первой строки матрицы B  и 
второго столбца матрицы C ); 

0005,00022122112121 =+=⋅+⋅−=⋅+⋅= cbcbk  (вычисляем сумму произведения 
элементов второй строки матрицы B  и первого 
столбца матрицы C ); 

( ) 1012,005,022222122122 =+=⋅+−⋅−=⋅+⋅= cbcbk  (вычисляем сумму произведения 
элементов второй строки матрицы B  и второго 
столбца матрицы C ), следовательно,  









=







 −
⋅








−

=× 10
01

25,05,0
5,00

02
21

22K . 

Матрица 22×C  второго порядка (количество столбцов равно двум), мат-
рица 12×D  порядка 12×  (количество строк равно двум). Так как количество 
столбцов матрицы 22×C  равно количеству строк матрицы 12×D , произведение 
матриц DC ⋅  существует. Вычислить произведение матриц 









=








⋅







=⋅= ×××

21

11

21

11

2221

1211
122212 m

m
d
d

cc
cc

DCM . 

( ) ( ) 11025,0102112111111 =+=−⋅−+⋅=⋅+⋅= dcdcm  (сумма произведения элементов 
первой строки матрицы C  и первого столбца 
матрицы D ); 

( ) 05,05,0225,015,02122112121 =−=−⋅+⋅=⋅+⋅= dcdcm  (сумма произведения эле-
ментов второй строки матрицы C  и первого 
столбца матрицы D ), следовательно,  
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







=








−

⋅






 −
=× 0

1
2
1

25,05,0
5,00

12M . 

ОТВЕТ: Произведения матриц BA ⋅  не существует, 







=× 10

01
22K , 









=× 0

1
12M . 

 
1.3. Элементарные преобразования матриц 

 
Две матрицы A  и B  называются эквивалентными, если одна из них 

получается из другой с помощью элементарных преобразований. 
Математическая запись: A~ B . 
Элементарными преобразованиями матриц являются: 
1. Перестановка местами двух параллельных рядов матриц. 
2. Умножение всех элементов ряда матрицы на число, отличное от нуля. 
3. Прибавление ко всем элементам ряда матрицы соответствующих 

элементов ряда, умноженных на одно и то же число. 
Используя элементарные преобразования, любую матрицу можно при-

вести к матрице, у которой в начале главной диагонали стоят подряд не-
сколько единиц, а все остальные элементы – нули. Такую матрицу называют 
канонической матрицей. 

ПРИМЕР. 

Привести к каноническому виду матрицу 















−=

1045
1201
2321

A . 

РЕШЕНИЕ: 
Выполним элементарные преобразования. Введем условные обозначе-

ния. Номер строки запишем в квадратные скобки – [ ], а номер столбца бу-
дем записывать в круглых скобках – ( ). 

[ ] [ ]
[ ] [ ]







⋅−
+
















−

153
12

1045
1201
2321

~
















−−− 91560
3520
2321

[ ]

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

























⋅−
⋅−
⋅−

⋅−

124
133
122

3
3
1

~
















3520
3520
0001
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[ ] [ ]

( )

( )

( ) 





























⋅

⋅

⋅

−

4
3
1

3
5
1

2
2
1

23

~
















0000
1110
0001 ( ) ( )

( ) ( )







−
−

24
23

~
















0000
0010
0001

. 

ОТВЕТ: Канонический вид матрицы A  – 
















0000
0010
0001

. 

 
2. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 

 
2.1. Основные понятия 

 
Рассмотрим произвольную квадратную матрицу A  порядка n  (1.2). 
Каждой квадратной матрице соответствует численная характеристика, 

называемая определителем или детерминант. 
Обозначение определителя: Adet , A , A∆ , где A  – матрица. 
Определитель первого порядка ( 1=n ). 
Если 1=n , то матрица состоит из одного элемента 11a . Определителем 

первого порядка, соответствующим этой матрице, является величина этого 
элемента. 

1=n  ( )11aA = →→ 11det aA = . 
Определитель второго порядка ( 2=n ). 

Если 2=n , то матрица A  (1.2) имеет вид: 







=×

2221

1211
22 aa

aa
A .          (1.3) 

Определитель второго порядка, соответствующий матрице (1.3), равен 
разности произведения элементов, стоящих на главной диагонали этой мат-
рицы, и произведения элементов, стоящих на побочной ее диагонали 

12212211 aaaa − . 

Схема вычисления определителя второго порядка: 
••
••

−
••
••

=
••
••

 

 
ПРИМЕР. 

Вычислить определитель матриц: ( )3=B , 







−

=× xx
xx

A
cossin
sincos

22 , 








 −
=× 23

11
22C . 
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РЕШЕНИЕ: 
Матрица B  первого порядка, следовательно, 3det =B . 
Матрица A  второго порядка, следовательно, 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] ( ) ( ) .1sincossinsincoscos

cossin
sincos

det 22 =+=⋅−−⋅=
−

= xxxxxx
xx
xx

A  

Матрица C  второго порядка, следовательно, 

( )( ) 5321321
23
11

det =+=−⋅−⋅=
−

=C . 

ОТВЕТ: 3det =B , 1det =A , 5det =C . 
 
Определитель третьего порядка ( 3=n ). 

Если 3=n , то матрица A  (1.2) имеет вид: 















=×

333231

232221

131211

33

aaa
aaa
aaa

A  и 

определитель удобно вычислить по формуле: 

−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅== 133221312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

A  

( )331221112332132231 aaaaaaaaa ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅− . 
Эту формулу легко запомнить, зная правило треугольника. Схема пра-

вила треугольника. 
 
 
 
Суть правила треугольника: 
1. Перемножаем элементы главной диагонали (линия 1–1). 
2. Относительно главной диагонали отступаем вниз и получаем линию 

2–2, это основание равнобедренного треугольника. Ищем вершину равно-
бедренного треугольника (т. 4) и соединяем ее с основанием. Перемножаем 
все элементы равнобедренного треугольника (три элемента). 

3. Относительно главной диагонали отступаем вверх и получаем ли-
нию 3–3, это основание второго равнобедренного треугольника. Ищем вер-
шину равнобедренного треугольника (т. 5) и соединяем ее с основанием. Пе-
ремножаем все элементы равнобедренного треугольника (три элемента). 

4. Вычисляем сумму полученных произведений (элементов главной 
диагонали и двух равнобедренных треугольников). 

5. Ставим знак минус и в скобках выполняем аналогичные действия 
для побочной диагонали (пункты 6–8). 

6. Перемножаем элементы побочной диагонали (линия 6–6). 
7. Относительно побочной диагонали отступаем вниз и получаем ли-

нию 7–7, это основание равнобедренного треугольника. Ищем вершину рав-

6 9 8 

8 7 
•••
•••
•••

−
•••
•••
•••

=
•••
•••
•••

6 7 10 

1 

1 2 

2 

4 

3 

3 

5 
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нобедренного треугольника (т. 9) и соединяем ее с основанием. Перемножа-
ем все элементы равнобедренного треугольника (три элемента). 

8. Относительно побочной диагонали отступаем вверх и получаем ли-
нию 8–8, это основание второго равнобедренного треугольника. Ищем вер-
шину равнобедренного треугольника (т. 10) и соединяем ее с основанием. 
Перемножаем все элементы равнобедренного треугольника (три элемента). 

9. Вычисляем сумму полученных произведений (элементов побочной 
диагонали и двух равнобедренных треугольников). 

10. Из результата пункта 4 вычисляем результат пункта 9. 
Таким образом, видно, что мы получаем вначале диагональ и два рав-

нобедренных треугольника и в конце диагональ и два равнобедренных тре-
угольника. После находим разность. 

ПРИМЕР. 

Вычислить определитель матрицы 
















−
−

−
=

306
413
125

A , используя правило 

треугольника. 
РЕШЕНИЕ: 

( ) ( ) ( ) −⋅⋅+⋅−⋅−+−⋅⋅=
−
−

−
= 103642315

306
413
125

det A

( ) ( ) ( )[ ] ( ) 9180604815323405116 =++−++−=−⋅−⋅+−⋅⋅+⋅⋅− . 
ОТВЕТ: 9det =A . 
 
Определитель n порядка. 
Минором любого элемента ija  матрицы n  порядка называется опреде-

литель ( )1−n  порядка, полученный из исходного путем вычеркивания i  
строки и j  столбца, на пересечении которых находится выбранный элемент. 

Математическая запись: ijmM = . 
ПРИМЕР. 

Дан определитель матрицы 
876
543
210

=A . Написать миноры данной 

матрицы. 
РЕШЕНИЕ: 

11m  получаем путем вычеркивания первой строки и первого столбца из 

определителя матрицы A  – 
87
54

11 =m ; 
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12m  получаем путем вычеркивания первой строки и второго столбца из 

определителя матрицы A  – 
86
53

12 =m ; 

13m  получаем путем вычеркивания первой строки и третьего столбца 

из определителя матрицы A  – 
76
43

13 =m ; 

21m  получаем путем вычеркивания второй строки и первого столбца из 

определителя матрицы A  – 
87
21

21 =m ; 

22m  получаем путем вычеркивания второй строки и второго столбца из 

определителя матрицы A  – 
86
20

22 =m ; 

23m  получаем путем вычеркивания второй строки и третьего столбца 

из определителя матрицы A  – 
76
10

23 =m ; 

31m  получаем путем вычеркивания третьей строки и первого столбца 

из определителя матрицы A  – 
54
21

31 =m ; 

32m  получаем путем вычеркивания третьей строки и второго столбца 

из определителя матрицы A  – 
53
20

32 =m ; 

33m  получаем путем вычеркивания третьей строки и третьего столбца 

из определителя матрицы A  – 
43
10

33 =m . 

ОТВЕТ: 
87
54

11 =m ; 
86
53

12 =m ; 
76
43

13 =m ; 
87
21

21 =m ; 
86
20

22 =m ; 

76
10

23 =m ; 
54
21

31 =m ; 
53
20

32 =m ; 
43
10

33 =m . 

Алгебраическим дополнением элемента ija  определителя называется его 
минор, взятый со знаком «+», если сумма ji +  четная, и со знаком «–», если 
сумма ji +  нечетная. 

Математическая запись: ijA . 
Формула вычисления алгебраического дополнения ( ) ij

ji
ij mA ⋅−= +1 . 
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ПРИМЕР. 

Разложить определитель матрицы 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

 третьего порядка  по 

первой строке, по третьему столбцу. 
РЕШЕНИЕ: 

По первой строке:  

( ) +⋅−⋅=⋅+⋅+⋅==∆ +

3332

232211
11131312121111

333231

232221

131211

1
aa
aa

aAaAaAa
aaa
aaa
aaa

( ) ( )
3231

2221
13

3231

2221
12

3332

2322
11

3231

222131
13

3231

222121
12 11

aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

a ⋅+⋅−⋅=⋅−⋅+⋅−⋅ ++ . 

По третьему столбцу: 

( ) +⋅−⋅=⋅+⋅+⋅==∆ +

3231

222131
13333323231313

333231

232221

131211

1
aa
aa

aAaAaAa
aaa
aaa
aaa

( ) ( )
2221

1211
33

3231

1211
23

3231

2221
13

2221

121133
33

3231

121132
23 11

aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

a ⋅+⋅−⋅=⋅−⋅+⋅−⋅+ ++
. 

ОТВЕТ: Определитель матрицы третьего порядка по первой строке 

равен –
3231

2221
13

3231

2221
12

3332

2322
11 aa

aa
a

aa
aa

a
aa
aa

a ⋅+⋅−⋅=∆ , определитель матрицы 

третьего порядка по третьему столбцу равен – 

2221

1211
33

3231

1211
23

3231

2221
13 aa

aa
a

aa
aa

a
aa
aa

a ⋅+⋅−⋅=∆ . 

 
Замечание. Вне зависимости от того, по какому ряду раскладывать 

определитель, численный результат будет один и тот же. Обычно выбирают 
ряд, где есть нулевые элементы, так как соответствующие им слагаемые в 
разложении будут равны нулю. Если такого ряда нет, то выбирают ряд, эле-
менты которого по модулю наименьшие. 

 
ПРИМЕР.  

Вычислить определитель матрицы 



















−

−
=

4211
2350

1031
5752

A . 
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РЕШЕНИЕ: 
1. Выберем ряды, где есть нулевые элементы. В данной матрице это 

первый, третий столбцы и вторая, третья строки. Наименьшие элементы по 
модулю из перечисленных рядов содержатся в первом столбце. 

2. Разложим определитель четвертого порядка по первому столбцу. 
( )
( )
( )
( )

( ) ( ) +
−
⋅−⋅−

−
⋅−⋅=

−⋅
⋅
⋅−
⋅

++

421
235
575

11
421
235
103

12

4211
2350
1031
5752

1211

41

31

21

11

a
a
a
a

 

( ) ( ) +
−
⋅+

−
⋅=⋅−⋅+

−
⋅−⋅+ ++

421
235
575

1
421
235
103

2
235
103
575

11
421
103
575

10 1413  

223049372
235
103
575

1
421
103
575

0 =−+−⋅=⋅−
−
⋅+ . 

ОТВЕТ: 2det =A . 
 
Теорема об определителе произведения двух матриц. 
Произведение определителя двух матриц равно произведению опреде-

лителей этих матриц. 
Математическая запись  BABA ⋅=⋅  
 

2.2. Свойства определителей 
 
10. Определитель не изменится, если все его строки заменить столбца-

ми и наоборот TAA = . 
20. При перестановке двух параллельных рядов определитель меняет 

знак на противоположный. 
30. Определитель, имеющий два одинаковых ряда, равен нулю. 
40. Общий множитель элементов какого-либо ряда определителя мож-

но вынести за знак определителя. 
50. Если все элементы ряда равны нулю, то определитель равен нулю. 
60. Определитель, содержащий два пропорциональных ряда, равен нулю. 
70. Если одна из строк определителя есть линейная комбинация его 

других строк, то определитель равен нулю. 
80. Определитель не меняется, если к элементам одного из его рядов 

прибавляются соответствующие элементы другого ряда, умноженные на од-
но и то же число. 

90. Если все элементы i  строки определителя n  порядка представлены 
в виде суммы двух слагаемых jjij cba += . nj ,1= , то определитель равен 
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сумме двух определителей, у которых все строки такие же, как и в заданном 
определителе, a i  строка в первом определителе состоит из jb , во втором jc . 

................
...
................

...

................
...
................

...

................................
...

................................
.............

21

11211

21

11211

2211

11211

n

n

n

n

nn

n

ccc

aaa

bbb

aaa

cbcbcb

aaa

+=
+++

. 

 
3. НЕВЫРОЖДЕННЫЕ МАТРИЦЫ 

 
3.1. Основные понятия. Обратная матрица 

 
Квадратная матрица A  (1.2) называется невырожденной, если ее опре-

делитель не равен нулю. 
Математическая запись  0det ≠A . 
Квадратная матрица A  (1.2) называется вырожденной, если ее опреде-

литель равен нулю. 
Математическая запись  0det =A . 
Матрица 1−A  называется обратной к матрице A , если выполняется 

условие ,11 EAAAA =⋅=⋅ −−  где E  – единичная матрица. Обратная матрица 
имеет размерность исходной матрицы. 

Матрицей, союзной к матрице A  (1.2), называется матрица *A . 

,

...
...................

...
...

21

22212

12111

*





















=

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A  

где ijA  – алгебраическое дополнение элемента ija  к данной матрице A . 
Теорема. Всякая невырожденная матрица имеет обратную матрицу. 

     
A

AA
∆

=−
*

1  

 
Свойства обратной матрицы: 

10. 
A

A
det

1det 1 =− . 

20. ( ) 111 −−− ⋅=⋅ ABBA . 
30. ( ) ( ) 11 −− = TT AA . 
Алгоритм вычисления обратной матрицы: 
1. Проверить, является матрица вырожденной ( 0det =A ) или невыро-

жденной ( 0det ≠A ). 
2. Если матрица невырожденная, то вычислить алгебраические допол-

нения ijA  и записать союзную матрицу *A . 
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3. Записать обратную матрицу 







∆

=−

A
AA

*
1 . 

4. Выполнить проверку EAA =⋅ −1 . 
5. Записать ответ. 
ПРИМЕР.  

Вычислить матрицу, обратную к матрице 







−

=
11
32

A . 

РЕШЕНИЕ: 
1. Проверим, является матрица вырожденной или невырожденной. 

( )( ) 05323112det ≠=+=⋅−−⋅=A , следовательно, матрица невырожденная. 
2. Вычислим алгебраические дополнения и запишем союзную матрицу. 
Алгебраические дополнения – 111 =A , 321 −=A , 112 =A , 222 =A . 

Союзная матрица – 






 −
=

21
31*A . 

3. Вычислим обратную матрицу 








 −
=







 −
⋅=

∆
=−

4.02.0
6.02.0

21
31

5
1*

1

A
AA . 

4. Проверка 

=


















⋅+
−
⋅−⋅+⋅−

⋅+
−
⋅⋅+⋅

=






 −
⋅







−

=⋅ −

5
21

5
31

5
11

5
11

5
23

5
32

5
13

5
12

4.02.0
6.02.0

11
321AA

E=







=



















++−

+−+
=

10
01

5
2

5
3

5
1

5
1

5
6

5
6

5
3

5
2

. 

ОТВЕТ: 
















 −
=−

5
3

5
1

5
3

5
1

1A . 

 
ПРИМЕР.  

Вычислим матрицу, обратную к матрице 















−−=

354
212
101

B . 

РЕШЕНИЕ: 
1. Проверим, является матрица вырожденной или невырожденной. 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) =⋅⋅+⋅−⋅+⋅−⋅−⋅−⋅+⋅⋅+⋅−⋅=−−= 302125114420152311
354
212
101

det B

( ) ( ) ,02114701040103 ≠=+=+−−−++−=  следовательно, матрица невырож-
денная. 

2. Вычислим алгебраические дополнения и запишем союзную матрицу. 
Алгебраические дополнения: 

( ) 7103
35
21

35
21

1 11
11 =+−=

−−
=

−−
⋅−= +B ; 

( ) ( ) 1486
34
22

34
22

1 21
12 −=+−=

−
−=

−
⋅−= +B ; 

( ) 14410
54
12

54
12

1 31
13 =+=

−
=

−
⋅−= +B ; 

( ) ( ) 55
35
10

35
10

1 12
21 =−−=−=⋅−= +B ; 

( ) 143
34
11

34
11

1 22
22 −=−==⋅−= +B ; 

( ) 5
54
01

54
01

1 32
23 −=−=⋅−= +B ; 

( ) 1
21
10

21
10

1 13
31 =

−−
=

−−
⋅−= +B ; 

( ) ( ) 422
22

11
22

11
1 23

32 =−−−=
−

−=
−

⋅−= +B ; 

( ) 1
12
01

12
01

1 33
33 −=

−
=

−
⋅−= +B . 

Союзная матрица – 
















−−
−−=

1514
4114
157

*B . 

3. Вычислим обратную матрицу 























−−

−−=
















−−
−−⋅=

∆
=−

21
1

21
5

21
14

21
4

21
1

21
14

21
1

21
5

21
7

1514
4114
157

21
1*

1

B
BB . 

4. Проверка 
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( ) ( )












⋅+
−
⋅+⋅

⋅−+
−
⋅−+⋅

+

=























−−

−−⋅















−−=⋅ −

21
143

21
145

21
74

21
142

21
141

21
72

21
14

21
7

21
1

21
5

21
14

21
4

21
1

21
14

21
1

21
5

21
7

354
212
101

1BB
 

( ) ( ) ( ) ( ) E=















=












−
⋅+⋅+⋅

−
⋅+

−
⋅+⋅

−
⋅−+⋅−+⋅

−
⋅−+

−
⋅−+⋅

−−

100
010
001

21
13

21
45

21
14

21
53

21
15

21
54

21
12

21
41

21
12

21
52

21
11

21
52

21
1

21
1

21
5

21
5

; 

ОТВЕТ: 























−−

−−=−

21
1

21
5

21
14

21
4

21
1

21
14

21
1

21
5

21
7

1B . 

 
3.2. Ранг матрицы. Свойства ранга матрицы 

 
Наибольший из порядков миноров матрицы (1.1), не равный нулю, 

называется рангом матрицы. 
Математические формы записи ранга матрицы: r , ( )Ar , ( )Arang . 
Ранг матрицы изменяется в диапазоне ( )nmr ;min0 ≤≤ . 

Рассмотрим матрицу (1.1) 



















=×

mnmm

n

n

nm

aaa

aaa
aaa

A

...
..................
...
...

21

22221

11211

. Выделим k  строк и k  

столбцов ( )nmk ;min≤ . Получаем набор миноров. Всего их k
n

k
m CC ⋅ . 

rM =max . 
Минор, порядок которого определяет ранг матрицы, называется базис-

ным. 
Матрица может иметь несколько базисных миноров. 
Свойства ранга матрицы: 
10. При транспонировании ранг матрицы не изменяется. 
20. Если вычеркнуть из матрицы нулевой ряд, то ранг матрицы не из-

менится. 
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30. Ранг матрицы не изменится при элементарных преобразованиях 
матрицы. 

40. Ранг ступенчатой матрицы равен количеству ее ненулевых строк. 
Ранг матрицы можно вычислить двумя способами: методом элемен-

тарных преобразований и методом окаймляющих миноров. 
Суть метода элементарных преобразований. 
1. С помощью элементарных преобразований привести матрицу к тра-

пецеидальному виду. 
2. Количество ненулевых строк трапецеидальной матрицы равно рангу 

матрицы. 
Суть метода окаймляющих миноров. 
1. Найти минор 1M  первого порядка, не равный нулю. Если такого ми-

нора нет, то ранг матрицы равен нулю. 
2. Вычислить миноры второго порядка, которые окаймляют выбран-

ный минор 1M  первого порядка. 
3. Если среди вычисленных миноров второго порядка имеется отлич-

ный от нуля минор, то вычислить все миноры третьего порядка, окаймляю-
щие его. Продолжать вычисления до тех пор, пока все миноры, окаймляю-
щие ненулевой минор k -го порядка, не будут равны нулю. В этом случае 
ранг матрицы равен k . 

При вычислении ранга матрицы таким методом достаточно на каждом 
шаге найти один ненулевой минор k -го порядка, причем искать его среди 
миноров, содержащих минор 01 ≠−kM . 

 
ПРИМЕР. 

Записать миноры матрицы 















=

5179
0862
4321

A . 

РЕШЕНИЕ: 
Матрица A  порядка 43×  имеет миноры первого, второго и третьего 

порядков. Минором первого порядка является любой элемент матрицы. 
Матрица имеет двенадцать миноров первого порядка: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 0, 9, 7, 5. 
Возьмем любой минор первого порядка, не равный нулю, и найдем все 
окаймляющие миноры второго порядка для него. Пусть 61 =M , тогда окайм-

ляющие миноры второго порядка будут: 
62
21

, 
86
32

, 
79
62

, 
17
86

 (схема-

тично 
5179
0862
4321

). Теперь для любого минора второго порядка, например 
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86
32

2 =M , запишем окаймляющие миноры третьего порядка: 
179
862
321

, 

517
086
432

 (схематично 
5179
0862
4321

).  

ОТВЕТ: Миноры матрицы A : 1, 2, 3, 4, 6, 8, 0, 9, 7, 5, 
62
21

, 
86
32

, 

79
62

, 
17
86

, 
179
862
321

, 
517
086
432

. Это часть миноров матрица A . 

 
ПРИМЕР. 

Вычислить ранг матрицы 



















−
−

−

=

3127
1613114
2332
7543

A  двумя способами. 

РЕШЕНИЕ: 
Матрица A  порядка 44× , следовательно, ее ранг заключен в диапа-

зоне 40 ≤≤ r . 
Метод элементарных преобразований. 



















−
−

−

3127
1613114
2332
7543 [ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ]














⋅−⋅
⋅−⋅
⋅−⋅

1743
1433
1223

~



















−−
−

−
−

4038340
2019170
201910
7543

[ ] [ ]
[ ] [ ] 







⋅+
⋅−
324
2173

~ 

~



















−
−

−

0000
36034200
201910
7543

[ ]{ }63 ÷ ~


















−

−

0000
605700
201910
7543

. Количество ненулевых строк 

трапецеидальной матрицы равно трем, следовательно, ( ) 3=Arang . 
Метод окаймляющих миноров. 
Выберем минор первого порядка, не равный нулю. Пусть 111 =M . Вы-

числим миноры второго порядка, которые окаймляют выбранный минор: 

15
12
1311

−=
−

−
, 85

27
114

−=
−

, 10
114
32

= , 72
1311
33

−=
−

. Из миноров второго 

порядка выберем минор, не равный нулю, и вычислим окаймляющие мино-
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ры третьего порядка. Так как миноры второго порядка все не равны нулю, то 

можно выбрать любой минор второго порядка. Возьмем минор 
1311
33

−
, то-

гда окаймляющие миноры третьего порядка для него будут: 

114
13114
332
543

−=
−

−
, 390

312
161311
233

−=
−
− . Так как миноры третьего порядка не 

равны нулю, то необходимо взять любой из них, например 
13114
332
543

−

−
, и вы-

числить для него окаймляющий минор четвертого порядка 

0

3127
1613114
2332
7543

=

−
−

−

. Так как 04 =M , следовательно, ( ) 3=Arang . 

ОТВЕТ: ( ) 3=Arang . 
 

4. ЗАДАНИЯ ДЛЯ КОНТРОЛЯ ПО ТЕМЕ «МАТРИЦЫ,  
ДЕЙСТВИЯ НАД НИМИ, ОПРЕДЕЛИТЕЛИ, ОБРАТНАЯ МАТРИЦА, 

РАНГ МАТРИЦЫ» 
 

ВАРИАНТ № 1 

1. Вычислить BA−⋅2 , если 







=

3129
3028

A , 







=

6158
6055

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
=

11
42
31

A , 






 −
=

86
75

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 

















−−

−
=

132
642
321

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−
−−−

−

=

2112
1122
1042
5131

A . 
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ВАРИАНТ № 2 

1. Вычислить BA ⋅−⋅ 32 , если 







=

3533
3432

A , 







=

2421
2322

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
=

11
86
75

A , 






 −
=

1210
119

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 

















−

−
=

113
111
112

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 

















 −

=

1032
2102
1210
0121

A . 

 
ВАРИАНТ № 3 

1. Вычислить BA −⋅3 , если 







−

=
501
321

A , 







−−

=
957
642

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
119
56

A , 







−

−
=

139
411

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 

















−−
=

732
253
121

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−
−−
−−

−

=

1432
1101
3213
1321

A . 

 
ВАРИАНТ № 4 

1. Вычислить BA−⋅2 , если 
















−
−=

501
172
321

A , 
















−
−=

903
2134
541

B . 
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2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
139
47

A , 







−

−
=

159
36

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 

















−
=

194
432
111

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−−
−−

=

4237
1101
2413
6327

A . 

 
ВАРИАНТ № 5 

1. Вычислить BA ⋅− 5,0 , если 







=

3938
3836

A , 







=

7276
7666

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
=

11
1210
119

A , 







−

−
=

99
65

B . 

 
 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 
















−−
−−

=
411
121
112

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















=

0111
1011
1101
1110

A . 

 
ВАРИАНТ № 6 

1. Вычислить BA ⋅−⋅ 23 , если 















=

75
93
82

A , 
















−

−
=

93
61
21

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

91
99
612

A , 







−

−
=

119
57

B . 
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3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 
















−=

221
141
752

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−
−

−
−

=

5113
1213
1210
0112

A . 

 
ВАРИАНТ № 7 

1. Вычислить BA+⋅5 , если 















=

375
293
182

A , 
















−−−
−−−
−−−

=
143516
104415
4401

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
159
38

A , 







−

−
=

139
31

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 

















−
=

332
232
112

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 


















−−

−

=

0413
1302
2123
1214

A . 

 
ВАРИАНТ № 8 

1. Вычислить BA ⋅− 3 , если 







=

3033
3618

A , 







=

912
135

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
37
92

A , 







−

−
=

57
82

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 

















−
−−
−

=
312
112
215

A . 
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4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−

−

=

1234
3313
0135
2102

A . 

 
ВАРИАНТ № 9 

1. Вычислить BA−⋅2 , если 







=

3220
3529

A , 







=

3720
2029

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
57
82

A , 







−

−
=

107
72

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 

















−
−

−
=

451
212
321

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−
−−

=

0123
1102
1131
1220

A . 

 
ВАРИАНТ № 10 

1. Вычислить BA−⋅2 , если 
















−
=

10
37
52

A , 
















−

−
=

72
30
29

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
107
72

A , 







−

−
=

97
62

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 

















−
=

731
527
312

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−
−−

−

=

2111
3110
3210
1312

A . 
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ВАРИАНТ № 11 

1. Вычислить BA ⋅+ 3 , если 















−

−
=

20
37
91

A , 















=

73
52
41

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
137
42

A , 







−

−
=

97
32

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 
















=

213
132
321

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−−
−

−
−

=

2211
5322

1011
2121

A . 

 
ВАРИАНТ № 12 

1. Вычислить BA ⋅−⋅ 32 , если 







=

4220
3029

A , 







=

4820
2529

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
157
32

A , 







−

−
=

97
25

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 

















−
−
−

=
412
102
113

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 


















−−

−

=

4321
7023
2101
1232

A . 

 
ВАРИАНТ № 13 

1. Вычислить BA+⋅− 2 , если 







=

3620
3029

A , 







=

3820
2229

B . 
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2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
97
62

A , 







−

−
=

117
52

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 

















−
−

−
=

153
021
245

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−−
−

−
=

7115
5012
2132
2110

A . 

 
ВАРИАНТ № 14 

1. Вычислить BA−⋅2 , если 







−

=
163
702

A , 






 −
=

380
129

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
117
52

A , 







−

−
=

117
42

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 
















−

−
=

415
261
123

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−−

−
−

=

1312
1021
0143
2512

A . 

 
ВАРИАНТ № 15 

1. Вычислить BA−⋅2 , если 







=

3018
3629

A , 







=

3218
1929

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
39
92

A , 







−

−
=

59
82

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 
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















−

−
=

321
025
515

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−
−−

=

0121
2174
1233
2152

A . 

 
ВАРИАНТ № 16 

1. Вычислить BA ⋅−⋅ 42 , если 















=

10
38
59

A , 















=

72
38
12

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
59
82

A , 







−

−
=

109
72

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 

















−
−
−

=
321
212
223

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−−−−

−
=

4321
5432
1210
3112

A . 

 
ВАРИАНТ № 17 

1. Вычислить BA ⋅+ 5,0 , если 







=

3718
3429

A , 







=

1418
1628

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
109
72

A , 







−

−
=

99
62

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 
















=

240
214
531

A . 
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4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−
−−

−

=

2052
0121
1121
1141

A . 

 
ВАРИАНТ № 18 

1. Вычислить BA ⋅− 3 , если 
















−
−

−
=

27
38
49

A , 
















−
−
−

=
30
18
62

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
99
62

A , 







−

−
=

119
52

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 

















−

−
=

123
327
112

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−−

−
=

0211
2452
1203
1342

A . 

 
ВАРИАНТ № 19 

1. Вычислить BA ⋅−⋅ 32 , если 







=

4218
3029

A , 







−
−

=
97
62

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
159
32

A , 







−

−
=

179
22

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 
















=

631
420
235

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−−−
−

−

=

3121
1212
2210
1012

A . 
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ВАРИАНТ № 20 

1. Вычислить BA+⋅2 , если 







=

371
683

A , 







−
−

=
587
912

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
39
911

A , 







−

−
=

59
82

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 
















−

−
=

351
123
312

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−−

−
−

=

2211
3412
0432
2101

A . 

 
ВАРИАНТ № 21 

1. Вычислить BA ⋅− 4 , если 







=

7318
3229

A , 







−
−

=
278
521

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
119
52

A , 







−

−
=

139
42

B . 

 
3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 

















−
−=

633
314
112

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−−
−

−
−

=

2112
2312
1201
1312

A . 

 
ВАРИАНТ № 22 

1. Вычислить BA ⋅+⋅ 32 , если 







=

3781
2392

A , 







−
−

=
3287
7512

B . 
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2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
139
42

A , 







−

−
=

159
32

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 

















−
−−
−−

=
221
131
124

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−−
−

−−
=

1211
1452
1120
1342

A . 

 
ВАРИАНТ № 23 

1. Вычислить BA−⋅2 , если 







=

718
3525

A , 







=

3718
2032

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
59
82

A , 







−

−
=

109
75

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 

















−
−

−
=

111
021
012

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−
−−

−

=

4321
1502
5111
1312

A . 

 
ВАРИАНТ № 24 

1. Вычислить BA ⋅+⋅ 72 , если 















=

520
814
323

A , 















=

738
140
123

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
109
75

A , 







−

−
=

79
64

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 
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















−
−−
−−

=
221
151
126

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−−

−
=

1121
3412
0312
2202

A . 

 
ВАРИАНТ № 25 

1. Вычислить BA ⋅−⋅ 32 , если 
















−
−

−
=

530
716
423

A , 















=

651
940
372

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
79
64

A , 







−

−
=

119
57

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 















 −−
=

211
121
334

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−−
−−

−
=

1122
5341
1031
1253

A . 

ВАРИАНТ № 26 

1. Вычислить BA−⋅2 , если 







=

4018
3234

A , 







=

1118
2335

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
119
57

A , 







−

−
=

139
48

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 
















−
−

=
524
415
337

A . 



47 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 


















−−

−

=

2321
3214
1312
0110

A . 

 
ВАРИАНТ № 27 

1. Вычислить BA− , если 







=

430
183

A , 







−

−−
=

463
512

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
=

21
57
311

A , 







−
−

=
133
15

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 

















−
−=

175
323
141

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−
−−

=

1221
2102
2143
1230

A . 

 
ВАРИАНТ № 28 

1. Вычислить BA− , если 







=

5833
2047

A , 







−

−−
=

3534
5022

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−

−
=

11
196
720

A , 







−

=
57
311

B . 

 
3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 
















=

312
132
123

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−
=

4321
1103
0120
1352

A . 

 



48 

ВАРИАНТ № 29 

1. Вычислить BA ⋅− 5 , если 







−

=
2532
3274

A , 







−

−−
=

7243
0512

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
139
48

A , 







−

−
=

159
35

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 
















−=

014
113
215

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−−
−−

−
−

=

3124
5112
1213
2352

A . 

 
ВАРИАНТ № 30 

1. Вычислить BA ⋅+− 3 , если 







=

4218
3032

A , 







=

75
43

B . 

2. Вычислить BA ⋅ , если 
















−
−=

11
159
35

A , 







−−
−

=
79
35

B . 

3. Вычислить обратную и транспонированную матрицу для матрицы 

















−−
−

−
=

262
332
231

A . 

4. Вычислить определитель и ранг матрицы 



















−−

−
−

=

1121
3252
2101
5232

A . 

 
5. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ 

АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
 

5.1. Основные понятия 
 

Системой линейных алгебраических уравнений, содержащей m  урав-
нений и n  неизвестных, называется система вида 
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









=⋅++⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅
=⋅++⋅+⋅

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

...
,................................................
,...

,...

2211

22222121

11212111

  mi ,1= , nj ,1= ,        (2.1) 

где числа ija  – называются коэффициентами системы; 
       числа ib  – свободными членами. 
Систему (2.1) можно записать в матричной форме:   

BXA =⋅ , 
где A  – матрица коэффициентов системы, называется основной мат-

рицей; 
      X  – вектор-столбец из неизвестных jx ; 

      B  – вектор-столбец из свободных членов ib . 



















=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
...................

...
...

21

22221

11211

, 



















=

nx

x
x

X
...

2

1

, 



















=

nb

b
b

B
...

2

1

. 

Расширенной матрицей системы (2.1) называется матрица A  системы, 
дополненная столбцом свободных членов 



















=

mmnmm

n

n

baaa

baaa
baaa

A

...
..........................

...
...

21

222221

111211

. 

ПРИМЕР.  

Для системы уравнений 








=−++−
=+−++−

=++−

76732
0154863

127345

4132

4321

4231

xxxx
xxxx

xxxx
 составить мат-

рицу коэффициентов, вектор-столбец из неизвестных, вектор-столбец из 
свободных членов и расширенную матрицу. 

РЕШЕНИЕ: 
1. Вначале преобразуем систему уравнений. Таким образом, чтобы все 

неизвестные шли друг за другом суммой или разностью в уравнении по по-
рядку ( 1x , 2x , 3x ,…, nx ), свободный член находился справа от знака равен-
ства, во всех уравнениях неизвестные были записаны друг под другом ( 1x  во 
втором уравнении под 1x  в первом уравнении, 1x  в третьем уравнении под 1x  
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во втором уравнении и т. д.) 








=−+−
=−++−
=+−+

76327
154863
127435

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

. 

2. Cоставим матрицу коэффициентов и расширенную матрицу, векто-
ра-столбца 

















−−
−−

−
=

6327
4863
7435

A , 
















−−
−−−

−
=

76327
154863
127435

A , 















−=

7
15
12

B , 



















=

4

3

2

1

x
x
x
x

X . 

ОТВЕТ: Матрица коэффициентов – 
















−−
−−

−
=

6327
4863
7435

A ,  

расширенная матрица – 
















−−
−−−

−
=

76327
154863
127435

A ,  

вектор-столбец из неизвестных – 



















=

4

3

2

1

x
x
x
x

X ,  

вектор-столбец из свободных членов – 















−=

7
15
12

B . 

 
ПРИМЕР.  

Для системы уравнений 








=−
−=+−
=−+

1546
1112

8372

21

31

321

xx
xx

xxx
 составить матрицу коэф-

фициентов, вектор-столбец из неизвестных, вектор-столбец из свободных 
членов и расширенную матрицу. 

РЕШЕНИЕ: 
1. Преобразуем систему уравнений  









=−
−=+−

=−+

1546
1112

8372

21

31

321

xx
xx

xxx
 →  









=−
−=+−

=−+

1546
1112

8372

21

31

321

xx
xx
xxx

. Во втором уравнении отсут-

ствует неизвестное 2x . Это слагаемое в уравнении можно записать как 20 x⋅ , 
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т. е. свободный коэффициент при 2x  равен нулю. Аналогично для третьего 
уравнения. Записать систему уравнений с учетом нулевых коэффициентов 









=⋅+−
−=+⋅+−

=−+

15046
11102

8372

321

321

321

xxx
xxx

xxx
. 

Cоставим матрицу коэффициентов, расширенную матрицу, матрицы 

вектор-столбец 
















−
−

−
=

046
1102
372

A , 
















−
−−

−
=

15046
11102
8372

A , 















−=
15

1
8

B , 















=

3

2

1

x
x
x

X . 

ОТВЕТ: Матрица коэффициентов – 
















−
−

−
=

046
1102
372

A ,  

расширенная матрица – 
















−
−−

−
=

15046
11102

8372
A ,  

вектор-столбец из неизвестных – 















=

3

2

1

x
x
x

X ,  

вектор-столбец из свободных членов – 















−=
15

1
8

B . 

 
5.2. Решение системы линейных алгебраических уравнений 

 
Решением системы (2.1) называется n  значений неизвестных 11 cx = , 
22 cx = , …, nn cx = , при подстановке которых все уравнения системы обра-

щаются в верные равенства. В матричной форме решение системы можно 

записать в виде матрицы-столбца 



















=

nc

c
c

C
...

2

1

. 

Система уравнений (2.1) называется совместной, если она имеет хотя 
бы одно решение. 

Система уравнений (2.1) называется несовместной, если она не имеет 
ни одного решения. 
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Совместная система называется определенной, если она имеет един-
ственное решение. 

Совместная система называется неопределенной, если она имеет более 
одного решения. 

Каждое решение неопределенной системы называется частным реше-
нием системы. 

Совокупность всех частных решений называется общим решением. 
Система линейных уравнений называется однородной, если все сво-

бодные члены равны нулю. 











=⋅++⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅
=⋅++⋅+⋅

0...
,................................................
,0...
,0...

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

  mi ,1= , nj ,1= , (2.2) 

Две системы называются эквивалентными, если они имеют одно и то 
же общее решение. 

Решение системы, при котором 0...21 ==== nxxx , называется триви-
альным. 

Система (2.2) всегда имеет тривиальное решение. 
Решить систему – это значит установить, совместна она или несов-

местна. Если система совместна, то необходимо найти ее общее решение. 
Ответ на вопрос о совместности системы дает теорема Кронекера–

Капелли. 
 
Теорема Кронекера–Капелли 
Система линейных алгебраических уравнений (2.1) совместна тогда и 

только тогда, когда ранг расширенной матрицы системы равен рангу основ-
ной матрицы ( ) ( )ArAr = . 

На вопрос, сколько имеет решений совместная система линейных ал-
гебраических уравнений, отвечают следующие теоремы: 

Теорема 1 
Если ранг совместной системы (2.1) равен числу неизвестных, то си-
стема имеет единственное решение ( ) nAr = . 
Теорема 2 
Если ранг совместной системы (2.1) меньше числа неизвестных, то си-
стема имеет бесчисленное множество решений ( ) nAr < . 
Алгоритм исследования системы линейных алгебраических уравнений: 
1. Вычислить ранг расширенной ( )Ar  и ранг основной ( )Ar   матрицы. 
2. Если ранг расширенной матрицы равен рангу основной матрицы, то 

система линейных алгебраических уравнений совместна и имеет решение. 
Если ( ) ( )ArAr ≠ , то система несовместна и не имеет решения. 

3. Для совместной системы линейных алгебраических уравнений. Ес-
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ли ( ) nAr = , то система имеет единственное решение, иначе система имеет 
бесчисленное множество решений. 

ПРИМЕР. 
Используя теоремы, исследовать систему линейных алгебраических 

уравнений 








=−−
=+−
−=++

2563
4622
952

321

321

321

xxx
xxx
xxx

. 

РЕШЕНИЕ: 
1. Определим, система линейных алгебраических уравнений совмест-

на или нет. 

Необходимо составить основную матрицу 
















−−
−=

163
622
521

A  и расширен-

ную матрицу коэффициентов 
















−−
−

−
=

25163
4622
9521

A . Далее, используя элемен-

тарные преобразования, вычислим ранги матриц A  и A . 

















−−
−

−

25163
4622
9521

 
[ ]
[ ] [ ]







⋅− 133
2:2

 ~ 
















−−
−

−

5216120
2311
9521

 
[ ] [ ]
[ ] 







−

−
4:3
12

 ~ 
















−
−−

−

13430
11230
9521

 

[ ] [ ]
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )


















⋅+
⋅−
⋅−

+

194
153
122

23

 ~ 
















−
−−

2200
11230
0001

 
( )

( ) ( )







+
−

34
3:2

 ~ 















−

0200
9210
0001

 

[ ]
( ) ( )
( ) ( )














⋅−
⋅+

294
223

2:3
~

















0100
0010
0001

. Следовательно, ( ) 3=Arang . 

Аналогично вычисляем ранг матрицы A  

















−−
−

163
622
521

 
[ ]
[ ] [ ]







⋅− 133
2:2

 ~ 
















−−
−

16120
311
521

 
[ ] [ ]
[ ] 







−

−
4:3
12

 
~ 
















−−

430
230
521

 
[ ] [ ]
( ) ( )
( ) ( )














⋅−
⋅−

+

153
122

23
 ~ 
















−−

200
230
001

 
( )

( ) 





−

2:3
3:2

 ~ 















−

100
110
001

 ( ) ( ){ }23 +  ~ 
















100
010
001

. Отсюда следует 

( ) 3=Arang . Т. е. ( ) ( )ArangArang = , значит, по теореме Кронекера–Капелли 
система линейных алгебраических уравнений совместна. 
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2. Если система совместна, необходимо определить, сколько она име-
ет решений. Число неизвестных в системе уравнений три ( 3=n ), т. е. 

( ) 3== nArang , следовательно, по теореме 1 система линейных алгебраиче-
ских решений имеет единственное решение. 

ОТВЕТ: Система линейных алгебраических уравнений совместна, 
имеет единственное решение. 

ПРИМЕР. 
Используя теоремы, исследовать систему линейных алгебраических 

уравнений 











=+++−
=−++−
−=−−−

=+++

1210993
827
9336

1332

4321

4321

4321

4321

xxxx
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РЕШЕНИЕ: 
1. Определим, система линейных алгебраических уравнений совмест-

на или нет. Ранг системы изменяется 40 ≤≤ r . 

Составим основную матрицу 
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A  и расширенную мат-

рицу коэффициентов 
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A . Далее, используя элементар-

ные преобразования, вычислим ранги матриц A  и A . 
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2. ( ) 2=ARang , ( ) 2=Arang , следовательно, по теореме Кронекера–
Капелли система линейных алгебраических уравнений совместна. 

3. 4=n , т. е. ( ) 2<Ar , следовательно, по теореме 2 система имеет бес-
численное множество решений. 

ОТВЕТ: Система линейных алгебраических уравнений совместна, 
имеет бесчисленное множество решений. 

ПРИМЕР. 
Используя теоремы, исследовать систему линейных алгебраических 

уравнений 








=−−
=−+
−=−+

322
032
4

31

321

321

xx
xxx

xxx
. 

РЕШЕНИЕ: 
1. Определим, система линейных алгебраических уравнений совмест-

на или нет. Ранг системы изменяется 30 ≤≤ r . 

Составим основную матрицу 
















−−
−
−

=
202
321
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A  и расширенную матрицу 

коэффициентов 
















−−
−

−−
=

3202
0321
4111

A . Далее, используя элементарные преоб-

разования, вычислим ранги матриц A  и A . 
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
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2. ( ) 3=ARang , ( ) 2=Arang , следовательно, по теореме Кронекера–
Капелли система уравнений несовместна. 

ОТВЕТ: Система уравнений несовместна. 
 

Системы линейных однородных уравнений. 
Дана система линейных однородных уравнений (2.2). Однородная си-

стема всегда совместна, т. к. ( ) ( )ArAr =  и имеет тривиальное решение. 
Теорема 3 
Для того чтобы система однородных уравнений (2.2) имела ненулевые 
решения, необходимо и достаточно, чтобы ранг ее основной матрицы 
был меньше числа неизвестных, т. е. ( ) nAr < . 
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Теорема 4 
Для того чтобы однородная система n  линейных уравнений с n  неиз-
вестными имела ненулевые решения, необходимо и достаточно, чтобы 
ее определитель был равен нулю, т. е. 0=∆ . 
ПРИМЕР.  

Исследовать систему уравнений 








=−−
=+−
=++

063
0622
052

321

321

321

xxx
xxx
xxx

. 

РЕШЕНИЕ: 
Система линейных уравнений является однородной. Необходимо 

определить, имеет ли система ненулевое решение. Для этого вычислим ранг 
системы и ее определитель. 
Вычислим ранг системы уравнений 
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. 

Ранг системы линейных однородных уравнений равен трем, число неизвест-
ных системы также равно трем. 

Вычислим определитель системы 024
163
622
521

≠=
−−

−=∆A . 

По теореме Кронекера–Капелли система совместна и имеет единствен-
ное решение (тривиальное). 

ОТВЕТ: Система совместна, имеет тривиальное решение. 
 
Совместную систему линейных алгебраических уравнений можно ре-

шить различными способами. Рассмотрим некоторые из них. 
 
5.2.1. Решение систем линейных алгебраических уравнений 

методом Гаусса 
 

Метод Гаусса заключается в последовательном исключении неизвест-
ных из системы алгебраических уравнений. 

Система (2.1) приводится к треугольному виду методом элементарных 
преобразований над строками. После последовательно определяются неиз-
вестные полученной системы (снизу вверх). nx  определяется из n  уравне-
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ния. Далее подставляем nx  в 1−n  уравнение и находим 1−nx , и т. д. вычисля-
ются все ix . 

Пусть дана система линейных алгебраических уравнений (2.1). 











=⋅++⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅
=⋅++⋅+⋅

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

...
,................................................

,...
,...

2211

22222121

11212111

, 

Первое уравнение системы умножить на 
11

21

a
a  ( 011 ≠a ) и отнять от вто-

рого уравнения. Аналогичные вычисления продолжать до тех пор, пока си-
стема не будет приведена к ступенчатому виду. 






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






=⋅++⋅

=⋅++⋅

=⋅++⋅

=⋅++⋅+⋅
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2

1
2

1
3

1
33
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33

1
2

1
22

1
22

1
11212111

...
.......,..................................................

,...
,...

,...

mnmnm

nn

nn

nn

bxaxa

bxaxa
bxaxa

bxaxaxa

где 

1
ija – главные элементы системы; 
1
ija , 

1
ib , ( )mji ,2, =  – новые значения коэффициентов и правых частей. 

Таким образом, на первом этапе система приводится к ступенчатому 
виду и исключается часть неизвестных из уравнений. На втором этапе необ-
ходимо последовательно определить неизвестные снизу вверх. 

Замечания: 
1) если система (2.1) приводится к треугольному виду, то исходная си-

стема имеет единственное решение; 
2) если 011 =a , то необходимо сделать перестановку уравнений так, 

чтобы 011 ≠a . Удобна перестановка, когда 111 =a ; 
3) если в результате преобразований уравнение примет вид: b=0 , то 

0=b  – это уравнение необходимо исключить из преобразований; если в ре-
зультате преобразований получается 0≠b , то система несовместна. 

Алгоритм решения системы линейных алгебраических уравнений ме-
тодом Гаусса: 

1. Привести систему линейных алгебраических уравнений к стандарт-
ному виду. 

2. Исследовать систему линейных уравнений. 
3. Треугольную матрицу записать в виде системы линейных алгебраи-

ческих уравнений и вычислить неизвестные. 
4. Проверка. 
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ПРИМЕР.  
Решить систему линейных алгебраических уравнений 









=−−
−=++
=−+

2563
952
4226

321

321

213

xxx
xxx

xxx
 методом Гаусса. 

РЕШЕНИЕ: 
1. Преобразуем систему линейных алгебраических уравнений 









=−−
−=++
=−+

2563
952
4226

321

321

213

xxx
xxx

xxx
. Для этого необходимо первое уравнение поделить на два 

и неизвестные 1x , 2x , 3x  записать по порядку 








=−−
−=++

=+−

2563
952

23

321

321

321

xxx
xxx

xxx
. 

2. Исследуем систему алгебраических уравнений. Для этого необходи-
мо составить основную и расширенную матрицу и методом элементарных 
преобразований над строками вычислить ранг матриц. 

















−−

−
=

163
521
311

A , 















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−

−
=

25163
9521
2311

A . 
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













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−
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
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






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[ ] [ ]{ }23 +  ~ 
















−
−

−
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[ ]{ }8:3−  ~ 
















−
−

−

1100
11230
2311

. ( ) ( ) 3== ArangARang , значит, по теореме Кроне-

кера–Капелли система линейных алгебраических уравнений совместна. Так 
как ранг совместной системы равен числу неизвестных, то по теореме 1 си-
стема имеет единственное решение. 

3. Треугольную матрицу 
















−
−

−

1100
11230
2311

 запишем в виде системы ли-

нейных уравнений – 








−=⋅
−=⋅+⋅

=⋅+⋅−⋅

11
1123

2311

3

32

321

x
xx
xxx

  и вычислим неизвестные. 
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







−=⋅
−=⋅+⋅

=⋅+⋅−⋅

11
1123

2311

3

32

321

x
xx
xxx

, следовательно, 13 −=x , подставим это значение во 

второе уравнение и вычислим 2x . ( ) 11123 2 −=−⋅+⋅ x → 32 −=x . Подставим 

3x , 2x  в первое уравнение и вычислим 1x , ( ) ( ) 21331 =−⋅+−−x →  21 =x . Та-
ким образом определены все неизвестные системы уравнения (снизу вверх). 

4. Проверка. В исходную систему уравнений 








=−−
−=++
=−+

2563
952
4226

321

321

213

xxx
xxx

xxx
 под-

ставим найденные переменные. Если неизвестные найдены верно, то полу-
чится верное тождество.  

( ) ( ) 915322 −=−⋅+−⋅+  
9562 −=−−  

        99 −=− . 
Получено верное тождество. Следовательно, система линейных алгеб-

раических уравнений решена верно. 
ОТВЕТ: 21 =x , 32 −=x , 13 −=x . 

 
5.2.2. Решение систем линейных алгебраических уравнений 

матричным методом 
 

Дана система, состоящая из n  линейных уравнений с n  неизвестными 











=⋅++⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅
=⋅++⋅+⋅

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

...
,................................................
,...
,...

2211

22222121

21212111

nji ,1, =  (2.3) 

или в матричной форме                                     BXA =⋅ . 
Основная матрица этой системы квадратная, и определитель этой мат-

рицы 

nnnn

n

aaa

aaa

...
...................

...

21

11211

=∆  называется определителем системы.  

Система (2.1) называется невырожденной, если ее определитель отли-
чен от нуля. 

Найти решение системы уравнений (2.3), когда 0≠∆A . Для этого 
необходимо умножить уравнение BXA =⋅  на 1−A  и учесть EAA =⋅ 1 , 

XXE =⋅ . Тогда 
BAX ⋅= −1 . 

Решение системы линейных уравнений по данной формуле называется 
матричным способом решения системы линейных алгебраических уравнений. 
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Алгоритм решения системы линейных алгебраических уравнений мат-
ричным способом: 

1. Привести систему линейных алгебраических уравнений к стандарт-
ному виду. 

2. Вычислить определитель матрицы коэффициентов ( ( )Adet ). 
3. Вычислить алгебраические дополнения и записать союзную матрицу 

( *A ). 
4. Вычислить обратную матрицу ( 1−A ). 
5. Выполнить проверку, чтобы определить, правильно вычислена об-

ратная матрица или нет ( EAA =⋅ −1 ). 
6. Вычислить неизвестные переменные ( BAX ⋅= −1 ). 
7. Проверка. 
ПРИМЕР.  
Решить систему линейных алгебраических уравнений 









=−⋅−⋅
−=⋅+⋅+
=⋅−⋅+⋅

2563
952
4226

321

321

213

xxx
xxx

xxx
 матричным методом. 

РЕШЕНИЕ: 
Пункт 1 был сделан в предыдущем примере. 

2. ( ) 024
163
521
311

det ≠−=
−−

−
=A . Следовательно, система линейных ал-

гебраических уравнений является невырожденной.  
3. Вычислим алгебраические дополнения матрицы коэффициентов. 

( ) 28302
16
52

16
52

1 11
11 =+−=

−−
=

−−
⋅−= +A ; 

( ) ( ) 16151
13
51

13
51

1 21
12 =−−−=

−
−=

−
⋅−= +A ; 

( ) 1266
63
21

63
21

1 31
13 −=−−=

−
=

−
⋅−= +A ; 

( ) ( ) 19181
16
31

16
31

1 12
21 −=+−=

−−
−

−=
−−

−
⋅−= +A ; 

( ) 1091
13
31

13
31

1 22
22 −=−−=

−
=

−
⋅−= +A ; 

( ) ( ) 336
63
11

63
11

1 32
23 =+−−=

−
−

−=
−
−

⋅−= +A ; 

( ) 1165
52
31

52
31

1 13
31 −=−−=

−
=

−
⋅−= +A ; 
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( ) ( ) 235
51
31

51
31

1 23
32 −=−−=−=⋅−= +A ; 

( ) 312
21
11

21
11

1 33
33 =+=

−
=

−
⋅−= +A . 

Запишем союзную матрицу 
















−
−−
−−

=
3312
21016
111928

*A . 

4. Вычислим обратную матрицу  

























−−

−

−

=

























−−−
−

−
−

−
−

−

−
−

−
−

−

=
















−
−−
−−

⋅
−

=−

8
1

8
1

2
1

12
1

12
5

3
2

24
11

24
19

6
7

24
3

24
3

24
12

24
2

24
10

24
16

24
11

24
19

24
28

3312
21016
111928

24
11A . 

5. Выполним проверку, чтобы определить, правильно вычислена об-
ратная матрица или нет  

EAA =















=

























−−

−

−

⋅
















−−

−
=⋅ −

100
010
001

8
1

8
1

2
1

12
1

12
5

3
2

24
11

24
19

6
7

163
521
311

1 . 

6. Вычислим неизвестные переменные 1x , 2x , 3x  

















−
−=
















−⋅























−−

−

−

=⋅= −

1
3
2

25
9
2

8
1

8
1

2
1

12
1

12
5

3
2

24
11

24
19

6
7

1 BAX , следовательно,
1
3

2

3

2

1

−=
−=

=

x
x
x

. 

7. Проверка. В исходную систему уравнений 








=−⋅−⋅
−=⋅+⋅+
=⋅−⋅+⋅

2563
952
4226

321

321

213

xxx
xxx

xxx
 

подставим найденные переменные. Если неизвестные вычислены верно, то 
получится верное тождество. 

( ) ( ) 2513623 =−−−⋅−⋅  
                    251186 =++  
                            2525 = . 
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Получено верное тождество. Следовательно, система линейных алгеб-
раических уравнений решена верно. 

ОТВЕТ: 21 =x , 32 −=x , 13 −=x . 
 

5.2.3. Решение систем линейных алгебраических уравнений  
по формулам Крамера 

 
Матричное равенство BAX ⋅= −1  записать через коэффициенты 





























++⋅+⋅

++⋅+⋅

++⋅+⋅

=



















⋅



















⋅=



















A
bAbAbA

A
bAbAbA

A
bAbAbA

b

b
b

AAA

AAA
AAA

A
x

x
x

nnnnn

nn

nn

nnnnn

n

n

n ...
...........................................

...

...

...
...

.....................
...
...

1
...

2211

2222112

1221111

2

1

21

22212

12111

2

1

, следовательно, 

AA
bAbAbAx

AA
bAbAbAx

nnnnnn
n

nn

∆
=

++⋅+⋅
=

∆
=

++⋅+⋅
=

...
....................................................

...

2211

11221111
1

, а также  

n

nnn

nnnnn

nnnn

n

n

nn

baa

baa
baa

bAbAbA

aab

aab
aab

bAbAbA

∆==++⋅+⋅

∆==++⋅+⋅

...
.................

...
...

...

....................................................
...

.................
...
...

...

21

22221

11211

2211

1

2

2222

1121

1221111

, следовательно, 

∆
∆

=

∆
∆

=

n
nx

x

............

1
1

. 

Определитель i∆  получается из определителя матрицы путем замены i 
столбца коэффициентов столбцом из свободных членов. 

Формулами Крамера называются формулы 

,
Δ
Δx i

i =
 

ni ,1= . 
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Алгоритм решения системы линейных алгебраических уравнений ме-
тодом Крамера: 

1. Привести систему линейных алгебраических уравнений к стандарт-
ному виду. 

2. Вычислить определитель матрицы коэффициентов ( ( )Adet ). 
3. Вычислить определители i∆ . 

4. Вычислить неизвестные переменные 







∆
∆

= i
ix . 

5. Проверка. 
ПРИМЕР.  
Решить систему линейных алгебраических уравнений 









=−⋅−⋅
−=⋅+⋅+
=⋅−⋅+⋅

2563
952
4226

321

321

213

xxx
xxx

xxx
, используя формулы Крамера. 

РЕШЕНИЕ: 
Пункты 1–2 были сделаны в предыдущем примере. 
3. Вычислим определители 1∆ , 2∆ , 3∆ . Для получения определителя 

1∆  необходимо в определителе матрицы коэффициентов первый столбец за-
менить на вектор-столбец свободных членов. Для получения определителя 

2∆  необходимо в определителе матрицы коэффициентов второй столбец за-
менить на вектор-столбец свободных членов и т. д. 

48
1625
529
312

1 −=
−−

−
−

=∆ , 72
1253
591
321

2 =
−

−=∆ , 24
2563
921
211

3 =
−

−
−

=∆ . 

4. Вычислим неизвестные переменные 1x , 2x  и 3x . 

2
24
481

1 =
−
−

=
∆
∆

=x , 3
24

722
2 −=

−
=

∆
∆

=x , 1
24

243
3. −=

−
=

∆
∆

=x . 

5. Проверка. В исходную систему уравнений 








=−⋅−⋅
−=⋅+⋅+
=⋅−⋅+⋅

2563
952
4226

321

321

213

xxx
xxx

xxx
 

подставим найденные переменные. Если неизвестные вычислены верно, то 
получится верное тождество. 

( ) ( ) ( ) 4322216 =−⋅−⋅+−⋅  
4646 =++−  

               44 = . 
Получено верное тождество. Следовательно, система линейных алгеб-

раических уравнений решена верно. 
ОТВЕТ: 21 =x , 32 −=x , 13 −=x . 
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Рассмотрено три метода решения системы линейных алгебраических 
уравнений. Как видно, результат получается один и тот же. При решении си-
стемы линейных алгебраических уравнений необходимо выбирать рацио-
нальный метод. 

 
6. ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ ПО ГЛАВЕ 

«ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ» 
 
1. Дать определение матрицы, элементов матрицы, квадратной матри-

цы, симметричной матрицы. 
2. Дать определение главной и побочной диагонали матрицы. 
3. Дать определение единичной, нулевой, противоположной матрицы. 
4. Дать определение транспонированной, треугольной, трапецеидаль-

ной матрицы. 
5. Какая матрица называется матрицей-строкой и матрицей-столбцом? 
6. Какие две матрицы называются равными? 
7. Перечислите основные операции над матрицами и свойства над ни-

ми. 
8. Какие матрицы называются эквивалентными? 
9. Расскажите элементарные преобразования над матрицами. 
10. Что называется определителем матрицы? 
11. Расскажите, как вычисляется определитель первого, второго и тре-

тьего порядка матрицы. 
12. Что называется алгебраическим дополнением элемента матрицы и 

минором матрицы? 
13. Как вычисляется определительn -го порядка матрицы? 
14. Перечислите свойства определителей матриц. 
15. Какая матрица называется невырожденной? 
16. Какая матрица называется вырожденной? 
17. Какая матрица называется обратной матрицей? 
18. Перечислите свойства обратной матрицы. 
19. Какая матрица называется союзной? 
20. Расскажите алгоритм вычисления обратной матрицы. 
21. Что называется рангом матрицы? 
22. Какой ранг матрицы называется базисным? 
23. Перечислите свойства ранга матрицы. 
24. Расскажите способы нахождения ранга матрицы. 
25. Что называется системой линейных алгебраических уравнений? 
26. Запишите систему линейных алгебраических уравнений в матрич-

ной форме. 
27. Какая матрица называется расширенной матрицей? 
28. Дайте определение решения системы линейных алгебраических 

уравнений. 
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29. Какая система линейных алгебраических уравнений называется 
совместной? 

30. Какая система линейных алгебраических уравнений называется 
несовместной? 

31. Какая совместная система алгебраических уравнений называется 
определенной? 

32. Какая система совместных алгебраических уравнений называется 
неопределенной? 

33. Какое решение называется частным решением системы линейных 
алгебраических уравнений? 

34. Какое решение системы линейных алгебраических уравнений 
называется общим? 

35. Какое решение системы линейных уравнений называется триви-
альным? 

36. Какая система линейных уравнений называется однородной? 
37. Какие системы уравнений называются эквивалентными? 
38. Дайте формулировку теоремы Кронекера–Капелли. 
39. Расскажите теоремы, отвечающие на вопрос, сколько имеет реше-

ний совместная система линейных алгебраических уравнений. 
40. Расскажите алгоритм исследования системы линейных алгебраиче-

ских уравнений. 
41. Расскажите, при каких условиях однородная система линейных од-

нородных уравнений имеет ненулевые условия? 
42. Расскажите алгоритм решения системы линейных алгебраических  

уравнений методом Гаусса. 
43. Расскажите алгоритм решения системы линейных алгебраических 

уравнений матричным методом. 
44. Расскажите алгоритм решения системы линейных алгебраических 

уравнений по формулам Крамера. 
 

7. ЗАДАНИЯ ДЛЯ КОНТРОЛЯ ПО ТЕМЕ 
«СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ» 

 
ВАРИАНТ № 1 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 














=+
=−+

=++
=++
=++

3
532

6
1023
1433

21

321

321

321

321

xx
xxx

xxx
xxx
xxx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 
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







−=++
=+−
=−+

435
932
423

321

321

321

xxx
xxx
xxx

. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=−
−=−−

=++

823
162

2

21

321

321

xx
xxx

xxx
. 

 
ВАРИАНТ № 2 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 








=++
=++
−=+−

143
369

123

321

321

321

xxx
xxx
xxx

. 

 
2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









=−+
−=++

=−+

6352
10523

1263

zyx
zyx

zyx
. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









−=++
=++
=+−

35
53

652

321

321

321

xxx
xxx

xxx
. 

 
ВАРИАНТ № 3 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 








=++−
=−−
=+−

31123
246
1323

321

321

321

xxx
xxx
xxx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









−=++
−=++
−=++

132
332
823

zyx
zyx
zyx

. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=+−
=+−
=−+

1532
4323

522

321

321

321

xxx
xxx

xxx
. 
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ВАРИАНТ № 4 
1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 








=+−−
=−+−

=++−

0563
1242

725

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









=−+
=+−

=++

872
1353

42

zyx
zyx

zyx
. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









−=++
=+

=++

423
12

22

321

31

321

xxx
xx

xxx
. 

ВАРИАНТ № 5 
1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 








=+++
=−+−
=+++

1835
022
1345

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









−=−+
=++

−=−−

13
32

932

zyx
zyx
zyx

. 

 
3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=−+
−=−−

=+−

0
17352

43

321

321

321

xxx
xxx

xxx
. 

 
ВАРИАНТ № 6 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 











−=+++
−=+++

=−+−
−=+++

26242
39363

442
132

4321

4321

432

4321

xxxx
xxxx

xxx
xxxx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 
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







=++
=−+
=++

1643
1432

9232

zyx
zyx

zyx
. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=−+
=+−
=++

052
12

547

321

321

321

xxx
xxx

xxx
. 

 
ВАРИАНТ № 7 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 








−=+++−
=+++−
=+−+−

1282
17524
14232

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









=+−
=−+
=++

354
0

52

zyx
zyx

zyx
. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=−−
=+
=−

132
222
123

321

32

21

xxx
xx
xx

. 

 
ВАРИАНТ № 8 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 








=−+
=−+
=+−

2116112
2128
0532

321

321

321

xxx
xxx
xxx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









=++
=+−

=−+

83
2232

22

zyx
zyx

zyx
. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=++
=++
=+−

42
62

5

321

321

321

xxx
xxx

xxx
. 
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ВАРИАНТ № 9 
1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 














−=−
=+
=+
−=−
=+

5163
865
12107

14
423

21

21

21

21

21

xx
xx
xx

xx
xx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









=+
=++
=++

287
8654

532

yx
zyx

zyx
. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=++
=++
=−+

3522
22
123

321

321

321

xxx
xxx
xxx

. 

 

ВАРИАНТ № 10 
1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 











=+++
=+−+
=−++
=+++

1254185
1835
3253
5372

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









−=+−−
=−+
−=+−

185
1432

732

321

321

321

xxx
xxx
xxx

. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=−−
=++

=+−

063
142

75

321

321

321

xxx
xxx

xxx
. 

 

ВАРИАНТ № 11 
1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 











=−++
−=−++

=++−
=−++

6778
4455

42
032

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

. 
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2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









=+−
=+−
=++

3651110
15235
16327

zyx
zyx
zyx

. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=++
=+

=++

1423
152

112

321

31

321

xxx
xx

xxx
. 

 
ВАРИАНТ № 12 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 











−=++++
−=++++
−=++++
−=++++

7773210
24810393

1975253
646235

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









=−−
=++
=++

134
4263

442

zyx
zyx

zyx
. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=−+
=−+
=−−

543
13
32

321

321

321

xxx
xxx
xxx

. 

 
ВАРИАНТ № 13 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 








=++
=++

=++

1512153
38102

145

321

321

321

xxx
xxx

xxx
. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









−=++
=−−

=++

22
3

18257

zyx
zyx

zyx
. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 
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







−=−+
=−−
=+−

473
653

82

321

321

321

xxx
xxx

xxx
. 

 
ВАРИАНТ № 14 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 








=+−
−=+−

=+−

574
453

932

321

321

321

xxx
xxx
xxx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









=+
=+
=+

72
2865
1143

zx
zy
yx

. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=−−
=−+
=+−

262
128

0532

321

321

321

xxx
xxx
xxx

. 

 
ВАРИАНТ № 15 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 











=++−+
=++−+
=++−+

=+++

1133224
522
622

5524

54321

54321

54321

5421

xxxxx
xxxxx
xxxxx

xxxx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









=++
=−+

=−+

1625
16732

62

zyx
zyx

zyx
. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









−=−
=−

=−+

52
93

852

31

21

321

xx
xx

xxx
. 

 
ВАРИАНТ № 16 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 
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Гаусса 














−=+
=++
−=++

=++
=+

1
2

3
4

1

54

345

432

321

21

xx
xxx
xxx
xxx

xx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









−=+−
=−−
=−+

15423
133
02

zyx
zyx
zyx

. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=+−
=−+
=−−

134
03
22

321

321

321

xxx
xxx
xxx

. 

 
ВАРИАНТ № 17 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 








=−+−
−=−−
=−++

5235
12

12

4321

421

4321

xxxx
xxx

xxxx
. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









−=−−
=++
−=+−

53
622
125

zyx
zyx
zyx

. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=++
=++
=+−

52
32

6

321

321

321

xxx
xxx

xxx
. 

 
ВАРИАНТ № 18 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 











=+++
=−−−

−=−++
=+−+

09515
023

13423
4432

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 
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







=−−
=++

−=−+

832
33

134

zyx
zyx

zyx
. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









−=+−
=+−
=++

354
123
122

321

321

321

xxx
xxx
xxx

. 

 
ВАРИАНТ № 19 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 











=+−−
=−−+

−=−++
=−−−

94221
41567

39299178
2541349

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









=++
−=+−
=−+

453
43
232

zyx
zyx

zyx
. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









−=++
=++
=+−

243
532

42

zyx
zyx

zyx
. 

 
ВАРИАНТ № 20 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 








=+−
=+−
=++

6563
32

6

321

321

321

xxx
xxx

xxx
. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









=++
=+−
=++

3
523
732

zyx
zyx
zyx

. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=−+
−=−+

=+−

5997
1637

28942

321

321

321

xxx
xxx
xxx

. 
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ВАРИАНТ № 21 
1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 











=+++
−=+−−

=−
=+−+

132
12

22
032

4321

4321

42

4321

xxxx
xxxx

xx
xxxx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









=−−
=++
=+−

822
332

23

zyx
zyx

zyx
. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









−=−−
=++
=+−

1234
82
132

zyx
zyx
zyx

. 

 
ВАРИАНТ № 22 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 











=−+−
=−−−
=+−−
=+−−

101222
936
524
132

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









=++
=++

=++

218103
6462

332

321

321

321

xxx
xxx

xxx
. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=−+
=++

=++

82
1323

43

321

321

321

xxx
xxx

xxx
. 

 
ВАРИАНТ № 23 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 











−=−−−
=−+−
−=−−−
=−+−

34384
53563

222
32342

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

. 
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2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









−=−−
=++
=+−

1235
823

13

321

321

321

xxx
xxx

xxx
. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=−
=+
=+

105
163
52

31

21

21

xx
xx
xx

. 

 
ВАРИАНТ № 24 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 











=++
=++

=−++
−=+−−

735
295143

43872
24334

321

321

4321

4321

xxx
xxx

xxxx
xxxx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









−=−−
=++
=+−

1234
82
132

zyx
zyx
zyx

. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 











=+++
=+−+
=++−
=+−+

413546
40587

273524
122353

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

. 

  
ВАРИАНТ № 25 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 











=++
=+++

=+−+
=+++

313215
0101324

24362
17543

421

4321

4321

4321

xxx
xxxx

xxxx
xxxx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









=+−
−=−+
=−−

52
123
1532

zyx
zyx
zyx

. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 
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







=++
=−+
−=+−

633
522
43

321

321

321

xxx
xxx

xxx
. 

ВАРИАНТ № 26 
1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 











=+−+
=+−+
=++−

−=−+−

923
19435

142367
6

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









=−+
=++
=+−

21343
642
332

321

321

321

xxx
xxx
xxx

. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=−−
=−+

−=++

432
32

1233

zyx
zyx

zyx
. 

 
ВАРИАНТ № 27 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 










=−−−
=+−+
=−+−
=+++

09636
052
0322

023

zyx
zyx

zyx
zyx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









−=−+
=+−
−=−+

933
025

572

321

321

321

xxx
xxx
xxx

. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=+−
−=−+
−=+−

143
23

122

zyx
zyx

zyx
. 

 
ВАРИАНТ № 28 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 
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Гаусса 











=++−
=+++−
=−+−
=−+−

62
4

03
1223

431

4321

4321

4321

xxx
xxxx

xxxx
xxxx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









=−+
=−+−
−=+−

10232
42
783

321

321

321

xxx
xxx

xxx
. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=−+
=+−
=+−

4233
542
232

zyx
zyx
zyx

. 

 
ВАРИАНТ № 29 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 











=+−+
−=−+−

=++
=++−

623
62

163
6223

4321

421

431

321

xxxx
xxx

xxx
xxx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 









−=−+
=+−
−=−+

53
10243
735

321

321

321

xxx
xxx

xxx
. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=+−
=++
−=−−

42
13325

53

zyx
zyx

zyx
. 

 
ВАРИАНТ № 30 

1. Исследовать систему линейных уравнений и решить ее методом 

Гаусса 











=++−
=++−
=++−
=++−

181032
08842
37883

1223

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

xxxx

. 

2. Решить систему линейных уравнений методом Крамера 
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







=++
=−−

=+

1443
32

93

321

321

31

xxx
xxx

xx
. 

3. Решить систему линейных уравнений матричным методом 









=++
=+++

=−−−

0732
012

02

yx
zyx

yx
. 
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ГЛАВА II 
ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ 

 
 
 

 Цели 
Иметь представление о: 
• векторах, линейных операциях и свойствами над ними; 
• векторных диаграммах в науке и технике; 
• правиле треугольника и правиле параллелограмма; 
• единичном и нулевом векторе; 
• орте вектора, координатном базисе; 
• коллинеарных, компланарных, равных, противоположных векторах; 
• левой и правой тройке векторов; 
• разложении вектора по ортам на плоскости и в пространстве; 
• длине, направляющих косинусах вектора; 
• скалярном, векторном, смешанном произведении векторов и их 

свойствах; 
• геометрическом смысле векторного и смешанного произведения 

векторов; 
• практических приложениях скалярного, векторного и смешанного 

произведения векторов. 
Знать: 
• линейные операции над векторами; 
• алгоритм разложения вектора по ортам на плоскости и в простран-

стве; 
• формулу вычисления длины вектора, направляющих косинусов, уг-

ла между векторами; 
• скалярное, векторное, смешанное произведение векторов, их свой-

ства; 
• геометрический смысл векторного и смешанного произведения век-

торов; 
• условия коллинеарности двух векторов; 
• условие компланарности векторов; 
• условие перпендикулярности векторов. 
Уметь: 
Находить длину вектора, проекции вектора на оси координат, раскла-

дывать вектор по ортам на плоскости и в пространстве. Складывать, вычитать 
и умножать векторы на число. Находить направляющие косинусы вектора, 
графически изображать векторы на плоскости и в пространстве. Вычислять 
скалярное, векторное и смешанное произведение векторов, угол между векто-
рами. Вычислять площадь параллелограмма и треугольника, объем паралле-
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лепипеда и треугольной пирамиды. Проверять условия коллинеарности, ком-
планарности и перпендикулярности векторов. 

 
1. ВЕКТОРЫ 

 
1.1. Основные понятия 

 
Вектор – это направленный прямолинейный отрезок. 
Примерами вектора являются сила, скорость, ускорение и т. д. То есть 

это величины, определенные числовым значением и направлением. 
Началом вектора называют точку приложения вектора, конец вектора 

обозначают стрелкой. 
Математическая запись вектора: == aBA a. 
На рисунке 1 т. А – это начало вектора, т. В – конец вектора 
== aBA a. 

Модулем вектора, или длиной, называется 
длина его отрезка. 

Математическая запись модуля вектора: 
a== aAB . 

Нулевым вектором называется вектор, начало 
и конец которого совпадают. 

Математическая запись нулевого вектора: O . 
Длина нулевого вектора равна нулю 0=O . 

Единичным вектором e  называется вектор, модуль которого равен 
единице 1=e . 

Математическая запись единичного вектора: e . 
Ортом вектора a  называется единичный вектор, направление которо-

го совпадает с направлением вектора a . 
Математическая запись орта вектора a : 0a . 
Для любого вектора a  справедливо равенство: 0aaa ⋅= , следователь-

но, 
a
aa =0 . 

Орты координатных осей Ox , Oy , Oz  обозначают i , j , k  соответ-
ственно. На рисунке 2 изображены орты координатных осей. 

Координатным базисом называют тройку ортов i , j , k , если эти век-
торы удовлетворяют условиям: 

 

 
 

Рис. 1. Схематичное 
изображение вектора 

A 

B 

a 
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1) вектор i  лежит на оси Ox , вектор j  – на 
оси Oy , вектор k  – на оси Oz ; 

2) каждый из векторов i , j , k  направлен 
вдоль своей оси в положительную сторону; 

3) векторы i , j , k  единичные. 
Любой вектор в пространстве можно разло-

жить по координатному базису. 
Два вектора называются коллинеарными, ес-

ли они лежат на одной прямой или на параллель-
ных прямых. 

Математическая запись коллинеарных векторов a  и b : ba . 
Два вектора называются равными, если они коллинеарны, одинаково 

направлены и имеют одинаковые длины. 
Два вектора называются противоположными, если они коллинеарны, 

имеют равные модули и направлены в противоположные стороны. 
При параллельном переносе вектора получается вектор, равный исход-

ному. Поэтому начало вектора можно перемещать в любую точку простран-
ства. 

Три вектора в пространстве называются компланарными, если они ле-
жат в одной или параллельных плоскостях. 

Если среди трех векторов хотя бы один нулевой или два любые колли-
неарны, то такие векторы компланарны. 

На рисунке 3 изображены векторы: ba , dc , gh , i  равный m , s  рав-

ный q , v  противоположный c , n  противоположный f . 
 
 
 
 
 
 

 
1.2. Линейные операции над векторами 

 
1. Сложение векторов. 
Даны два произвольных вектора a  и b . Необходимо найти их сумму. 

Это можно сделать двумя способами: по правилу треугольника и по правилу 
параллелограмма. 

Суть правила треугольника. 
1. Совместить конец вектора a  с началом вектора b . 

Рис. 3. Схематичное изображение коллинеарных, равных и противоположных векторов 

a
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c
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i
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s
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Рис. 2. Орты  
координатных осей 

Ox, Oy, Oz 
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i

x

y

z
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Рис. 5. Изображение сложения векторов по правилу параллелограмма 

1-й этап 2-й этап 3-й этап 
a

b b
a

b
a

b
a

c

2. Вектор, соединяющий начало первого вектора с концом второго, 
называется суммой векторов bac += . 

На рисунке 4 изображена схема сложения двух векторов по правилу 
треугольника. 

Суть правила параллелограмма. 
1. Векторы a  и b  привести к общему началу. 
2. Построить параллелограмм на векторах слагаемых. 
3. Вектор, выходящий из того же начала и совпадающий по длине и 

направлению с диагональю построенного параллелограмма, будет искомым 
вектором суммы bac += . 

На рисунке 5 изображена схема сложения двух векторов по правилу 
параллелограмма. 

Сложение более двух векторов выполняется аналогично по правилу 
треугольника или по правилу параллелограмма. На рисунке 6 приведен при-
мер сложения четырех векторов gknml +++= . 

 
2. Разность векторов. 
Разностью двух векторов a  и b  называется вектор bac −= , такой, что 
acb =+ . 

Разность двух и более векторов можно найти по правилу треугольника 
или параллелограмма, т. к. разность векторов можно представить через их 
сумму ( )baba −+=− . На рисунках 7–8 изображено вычитание векторов по 
правилу треугольника и параллелограмма. 

При нахождении разности векторов по правилу параллелограмма одна 
из диагоналей является суммой векторов, а другая их разностью. 

Рис. 6. Сложение четырех векторов 

m
n k

g
l

Рис. 4. Изображение сложения векторов по правилу треугольника 
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3. Произведение вектора на скаляр. 

Произведением вектора a  на число k называется новый вектор с , кол-
линеарный вектору a , имеющий длину akс ⋅=  и то же направление, что и 

a , если 0>k , и противоположное направление, если 0<k . 
На рисунке 9 изображено произведение векторов на скаляр. 
 
 
 
 
 

Свойства линейных операций над векторами 
10. abba +=+ . 
20. ( ) ( )cbacbacba ++=++=++ . 
30. ( ) ( ) aa ⋅⋅=⋅⋅ βαβα . 
40. ( ) baa ⋅+⋅=⋅+ βαβα . 
50. ( ) baba ⋅+⋅=+⋅ ααα . 
60. aa =+ 0 . 
70. ( ) 0=−+ aa ,  
где a , b , c  – векторы, α , β  – числа. 
ПРИМЕР.  
Даны два вектора jik ⋅−⋅= 32  и jil +⋅= 7 . Вычислить: lk + , lk − , 

l⋅2 , проверить коллинеарность векторов k  и l . Результат изобразить схема-
тично. 

РЕШЕНИЕ: 
Сумма векторов k  и l  – это сумма их одноименных координат, т. е.  

( ) ( ) jlkilklk yyxx ⋅++⋅+=+ .  

( ) ( ) jijilk ⋅−⋅=⋅+−+⋅+=+ 291372 . 

c

Рис. 8. Изображение вычитания векторов по правилу параллелограмма 

Рис. 7. Изображение вычитания векторов по правилу треугольника 

1-й этап 2-й этап 
a a

a

bb b

a

b

1-й этап 
a

b

2-й этап 

a
b

3-й этап 

a
b

c

Рис. 9. Произведение вектора на скаляр 

a
a⋅2 b b⋅− 5.0
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B 

O 
x 

i

a
М 

Рис. 11. Разложение вектора 
по ортам на плоскости 

y 

j a
α

β

aпрx

aпрy

A 

Аналогично вычисляется разность векторов  
( ) ( ) jlkilklk yyxx ⋅−+⋅−=− .  

( ) ( ) jijilk ⋅−⋅−=⋅−−+⋅−=− 451372 . 
Умножение вектора l на число 2 – это умножение координат вектора 

на данное число, т. е. jlill yx ⋅⋅+⋅⋅=⋅ 222 , jijil ⋅+⋅=⋅⋅+⋅⋅=⋅ 21412722 . 

Векторы k  и l  коллинеарны, если их проекции пропорциональны, т. е. 

y

y

x

x

l
k

l
k

= . 
1
3

7
2 −
≠ . Равенство не выполняется, следовательно, векторы не кол-

линеарны. 
ОТВЕТ: jilk ⋅−⋅=+ 29 , jilk ⋅−⋅−=− 45 , jil ⋅+⋅=⋅ 2142 , векторы 

k  и l  не коллинеарны. 

 
1.3. Разложение вектора по ортам 

1.3.1. Разложение вектора по ортам в плоскости 
 

Дан вектор a  в плоскости Oxy  
(см. рис. 11). Параллельным переносом пере-
нести вектор a  в начало координат (точку O ). 
Конец a  обозначить точкой M . Отпустить 
перпендикуляры на оси Ox  и Oy  из точки M . 
Обозначить точки пересечения с осями A  и B  
соответственно, α  и β  – углы между векто-
ром и соответствующими осями. 

Проекцией точки M  на ось Ox  называ-
ется основание перпендикуляра MA , опущен-
ного из точки на ось. 

Проекцией вектора a  на ось Ox  называется положительное число, ес-
ли вектор и ось одинаково направлены, и отрицательное число, если вектор и 
ось противоположно направлены. 

Математическая запись проекции вектора на ось: aпрx . 
По правилу суммы векторов OBOAa += . 

Рис. 10. Схематичное изображение сложения, вычитания и умножения  
на число векторов 

l⋅2k
l

lk −
k lk +

l
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Из чертежа (см. рис. 11) можно выразить xx aaOAaпр =⋅== αcos , 

yy aaOBaпр =⋅== βcos . αcos , βcos  называются направляющие косину-

сы вектора a . 
Векторы OA , OB  записать через единичные орты iaOA x ⋅= , 

jaOB y ⋅= . 

Подставить это в исходную сумму векторов jaiaOBOAa yx ⋅+⋅=+=  – 

разложение вектора a  по ортам координатных осей. 
Координатами вектора a  называются проекции вектора на оси коор-

динат, и записывается { }yx aaa ;= . 

По теореме Пифагора модуль (длина) вектора a  равна 

( ) ( ) 22
22

yxyx aaaпрaпрa +=+= . 

Следствия: 
1. Проекция вектора на ось положительна (отрицательна), если вектор 

образует с осью острый (тупой) угол, и равна нулю, 
если этот угол – прямой. 

2. Проекции равных векторов на одну и ту же 
ось равны между собой. 

Свойства проекций векторов: 
10. Проекция суммы нескольких векторов на од-

ну ось равна сумме их проекций на эту ось, т. е. 
( ) bпрaпрbaпрcпр xxxx +=+= , где bac +=  

(см. рис. 12). 
20. При умножении вектора на число его проек-

ция на ось также умножается на это число, т. е. 
( ) aпрkakпр xx ⋅=⋅ . 

 
1.3.2. Разложение вектора по ортам в пространстве 

 
Теорема 
Любой вектор a  может быть единственным образом разложен по бази-
су i , j , k . 
Рассмотрим вектор a , расположенный в прямоугольной системе коор-

динат (см. рис. 13). Найдем проекции вектора a  на оси координат. 
Параллельным переносом перенести вектор a  в начало координат 

(точку O ). Конец вектора a  обозначить точкой M . Провести плоскости, па-
раллельные координатным осям, через точку M . Получится прямоугольный 
параллелепипед. Обозначить точки пересечения этих плоскостей с осями  

Рис. 12. Проекция сум-
мы векторов а и b


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j

O 
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b

aпрx bпрx

c

cпрx
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координат A , B , C , а углы между вектором и осями Ox , Oy  и Oz  – α , β  и 
γ  соответственно. 

По определению суммы векторов DMADOAa ++= . 

Так как 

{ }
{ }
{ } 










⋅=====⋅=

⋅=====⋅=

⋅=⋅====⋅=

kaaaпрOCDMkDMDM

jaaaпрOBADiADAD

iaiaпрaaпрOAiOAOA

zzz

yyy

xxxx

, то 

kajaiaa zyx ⋅+⋅+⋅= . 

Это формула разложения вектора a  по ортам координатных осей, 
где числа xa , ya , za  называются координатами вектора a . Координаты век-

тора можно записать в различных формах: { }zyx aaaa ;;=  или 

kajaiaa zyx ⋅+⋅+⋅= . 
По теореме о длине диагонали прямоугольного параллелепипеда 

2222

OCOBOAOM ++=  или 222
zyx aaaa ++= . Модуль (длина) вектора a  

равен квадратному корню из суммы квадратов его проекций на оси координат. 
По свойству проекции вектора на ось ( )αcos⋅= aax , ( )βcos⋅= aay , 

( )γcos⋅= aaz , тогда  

( )( ) ( )( ) ( )( ) =⋅+⋅+⋅=++=
222

222 coscoscos γβα aaaaaaa zyx  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )γβαγβα 222222
2

coscoscoscoscoscos ++⋅=++⋅= aa , где 

0≠a  получаем  

Рис. 13. Разложение вектора по ортам в пространстве 
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( ) ( ) ( ) 1coscoscos 222 =++ γβα . 
Числа ( )αcos , ( )βcos , ( )γcos  называют направляющими косинусами 

вектора a . 
 

1.4. Действия над векторами 
 
Даны два вектора kajaiaa zyx ⋅+⋅+⋅=  и kbjbibb zyx ⋅+⋅+⋅=   и точ-

ки ( )321 ;; xxxA , ( )321 ;; yyyB . 
Сумма (разность) векторов – это сумма (разность) их одноименных ко-

ординат, т. е. ( ) ( ) ( ) kbajbaibabac zzyyxx ⋅±+⋅±+⋅±=±= . 
Умножение вектора на скаляр – это умножение координат вектора на 

скаляр, т. е. kajaiaa zyx ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=⋅ λλλλ . 

Векторы a  и b  равны тогда и только тогда, когда равны их соответ-
ствующие координаты, т. е. xx ba = , yy ba = , zz ba = . 

Два вектора a  и b  коллинеарны тогда, когда их проекции пропорцио-

нальны, т. е. λ===
z

z

y

y

x

x

b
a

b
a

b
a . 

Координаты вектора равны разностям соответствующих координат его 
конца и начала, т. е. ( )121212 ;; zzyyxxAB −−−= . 

ПРИМЕР.  
Даны две точки в пространстве ( )2;1;0A  и ( )6;1;3 −B . Вычислить коор-

динаты, длину, направляющие косинусы вектора AB . 
РЕШЕНИЕ: 
1. Вычислить координаты вектора AB : 
{ }zzyyxx ABABABAB −−−= ;; , { } { }4;2;326;11;03 −=−−−−=AB . 

2. Вычислить длину вектора AB : 
( ) ( ) ( )222

zzyyxx ABABABAB −+−+−= , 

( ) ( ) ( ) 291649423 222 =++=+−+=AB  ед. 

3. Вычислить направляющие косинусы вектора AB : 

( )
AB

ABпрx=αcos , ( )
AB

ABпрy=βcos , ( )
AB

ABпрz=γcos . 

( )
5
3cos =α , ( )

5
2cos −=β , ( )

5
4cos =γ . 
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ОТВЕТ: Координаты вектора { }4;2;3 −=AB , длина вектора AB  равна 

 29
 
ед., направляющие косинусы вектора AB : ( )

5
3cos =α , ( )

5
2cos −=β , 

( )
5
4cos =γ . 

 
1.5. Скалярное произведение векторов, его свойства,  

выражение скалярного произведения векторов через координаты  
и проекции 

 
Скалярным произведением двух ненулевых векторов a  и b  называется 

число, равное произведению длин этих векторов на косинус угла между ни-

ми, т. е. ( )αcos⋅⋅=⋅ baba , где 




=

∧

ba ;α . 

Математическое обозначение скалярного произведения векторов: ba , 
ba ⋅ , ( )ba,  

Скалярное произведение двух векторов можно выразить через проек-
ции векторов и координаты векторов. 

Запись скалярного произведения векторов a  и b  через проекции. Из 

рисунка 14 видно, ( )
a

aпр
b=αcos , следовательно,  

( ) bпрaaпрbbaba
ab

⋅=⋅=⋅⋅=⋅ αcos . 
Выражение скалярного произведения векто-

ров a  и b  через их координаты. Даны два вектора 
kajaiaa zyx ⋅+⋅+⋅=  и kbjbibb zyx ⋅+⋅+⋅= , тогда  

( ) ( ) ++++=⋅+⋅+⋅⋅⋅+⋅+⋅=⋅ ijbakibajibaiibakbjbibkajaiaba xyzxyxxxzyxzyx

=+++++ kkbajkbaikbakjbajjba zzyzxzzyyx  
( ) ( ) ( ) ( ){ } zzyyxx bababakkjjii ++====== 10cos;cos;cos;cos . 

zzyyxx babababa ++=⋅ . 
 

Свойства скалярного произведения векторов 
10. zzyyxx babababa ++=⋅ . 

20. ( ) ( )baba ⋅=⋅ λλ . 
30. ( ) cabacba ⋅+⋅=+⋅ . 

40. 
2

aaa =⋅ . 

Рис. 14. Скалярное произве-
дение двух векторов 

α

a

b
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50. Если ненулевые векторы a  и b  перпендикулярны, то 0=⋅ba  
( ( ) 090cos 0 = ). 

60. Если векторы a  и b  параллельны и однонаправлены, то baba ⋅=⋅  
( 12cos0cos == π ). 

70. 
222222

;cos
zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa
bababa

ba
baba

++⋅++

++
=

⋅
⋅

=




 ∧

. 

80. 
222
zyx

zzyyxx

b bbb
bababa

aпр
++

++
= . 

222
zyx

zzyyxx

a aaa
bababa

bпр
++

++
= ,  

где a , b , c  – векторы, 
{ } kajaiaaaaa zyxzyx ⋅+⋅+⋅== ;;  , { } kbjbibbbbb zyxzyx ⋅+⋅+⋅== ;; , λ  – число. 

Три некомпланарных вектора a , b , c , взятые в указанном порядке, об-
разуют правую тройку векторов, если с конца третьего вектора c  кратчай-
ший поворот от первого вектора a  ко второму вектору b  совершается про-
тив часовой стрелки, и левую, если по часовой стрелке (см. рис. 15). 

Использование определения скалярного произведения векторов в фи-
зике позволяет вычислить работу, произведенную постоянной силой при 
прямолинейном перемещении материальной точки из одного положения в 
другое. 

ПРИМЕР.  
Даны векторы kjig ⋅+⋅+⋅= 342  и kih 6+−= , вычислить их скаляр-

ное произведение, косинус угла между ними, проекцию вектора g  на вектор 
h . 

РЕШЕНИЕ: 
Скалярное произведение векторов g  и h  можно вычислить через их 

координаты zzyyxx hghghghg ⋅+⋅+⋅=⋅ , подставляем координаты векторов 

( ) 16182630412 =+−=⋅+⋅+−⋅=⋅ hg . 
Косинус угла между векторами g  и h  вычисляется по формуле  

Рис. 15. а – правая тройка векторов 
б – левая тройка векторов 

a
b

c

а 

a b

c

б 
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Рис. 16. Графическое изображение 
векторного произведения векторов 

O 
a

b

c

S 

222222
;cos

zyxzyx

zzyyxx

hhhggg
hghghg

hg
++⋅++

++
=





 ∧

, подставляем координаты векторов в 

формулу  

( ) ( ) ( )
488,0

1073
16

3729
16

601342

16;cos
222222

≈=
⋅

=
++−⋅++

=





 ∧

hg . 

Проекция вектора g  на вектор h  вычисляется по формуле 

222
zyx

zzyyxx

h hhh
hghghg

gпр
++

++
= , подставляем значения 63,2

37
16

≈=gпр
h

. 

ОТВЕТ: Скалярное произведение векторов g  и h  равно 16, косинус 
угла между векторами равен 0,488, проекция вектора g  на вектор h  равна 
2,63. 

 
1.6. Векторное произведение векторов, его свойства, выражение  

векторного произведения через координаты векторов 
 

Векторным произведением вектора a  на вектор b  называется вектор c  
(см. рис. 16), который: 

1) перпендикулярен векторам a  и b ; 
2) длина вектора c  численно равна площади параллелограмма, постро-

енного на векторах a  и b , как на сторо-
нах 






⋅⋅=

∧

babac ;sin ; 

3) векторы a , b , c  образуют пра-
вую тройку векторов. 

Математическое обозначение век-
торного произведения векторов a  и b : 

ba×  или [ ]ba; . 
 

Свойства векторного произведения векторов 
10. [ ] [ ]abba ;; −= . 
20. [ ] ( ) ( )bababa λλλ ×=×=; . 
30. Ненулевые векторы a  и b  коллинеарны, если [ ] 0; =ba . 
40. ( ) cbcacba ×+×=×+ . 
50. Если вектор a  перпендикулярен вектору b , то baba ⋅=× , где a , 

b , c  – векторы, λ  – число. 
Следствие. [ ] kji =; , [ ] ikj =; , [ ] jik =; , т. к. ( ) 190sin 0 = , ( ) 190sin 0 −=− . 
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Выражение векторного произведения через координаты векторов 
Даны векторы { } kajaiaaaaa zyxzyx ++== ;;  и  
                        { } kbjbibbbbb zyxzyx ++== ;; . Вычислить ba× . 
( ) ( ) [ ] [ ] [ ]+++=++×++=× kibajibaiibakbjbibkajaiaba zxyxxxzyxzyx ;;;  [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]=++++++ kkbajkbaikbakjbajjbaijba zzyzxzzyyyxy ;;;;;;  

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] ( )

( ) ( ) +⋅−−⋅−=



















==−=

−=−==−=

===

= jbabaibaba

ijkkj

jikkikijji

kkjjii

xzzxyzzy

00sin;;

;;;;

0;;;

0

 

( )
zyx

zyx
yx

yx

zx

zx

zy

zy

xyyx

bbb
aaa
kji

k
bb
aa

j
bb
aa

i
bb
aa

kbaba =⋅+⋅−⋅=⋅−+ . 

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

ba =× . 

 
Геометрический смысл векторного произведения 

Используя определение векторного произведения двух векторов, мож-
но вычислить площадь параллелограмма и площадь треугольника 

[ ] 





⋅⋅==

∧

bababaSпарал ;sin; , baS ×=∆ 2
1

. 

В физике определение векторного произведения векторов используют 
при вычислении  линейной скорости вращения и момента силы относитель-
но точки. 

ПРИМЕР.  
Вычислить векторное произведение векторов kjiq +⋅−⋅= 72 , 

kjiy 32 +⋅+−=  и площадь треугольника, построенного на сторонах данных 
векторов. 

РЕШЕНИЕ: 
Векторное произведение векторов q  и y  можно вычислить по форму-

ле 

zyx

zyx

yyy
qqq
kji

yq =× .  
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( ) ( )++⋅−−−⋅=
−

−
⋅+

−
⋅−

−
⋅=

−
−=× 16221

21
72

31
12

32
17

321
172 jikji
kji

yq  

( ) kjik 372374 −−−=−⋅+ . 
Площадь треугольника вычисляется по формуле 







⋅⋅⋅=×=

∧

∆ ygygygS ;sin
2
1

2
1

. Косинус угла между векторами g  и y  можно 

найти по формуле 
222222

;cos
zyxzyx

zzyyxx

yyyggg

ygygyg
yg

++⋅++

++
=






 ∧

. В то же время 






 ∧

yg ;cos  и 




 ∧

yg ;sin  связаны между собой основным тригонометрическим 

тождеством 1;sin;cos 22 =




+





 ∧∧

ygyg . Следовательно, 






−⋅⋅⋅=





⋅⋅⋅=

∧∧

∆ ygygygygS ;cos1
2
1;sin

2
1 2 ;

( )
( ) ( )222222

2
222222 1

2
1

zyxzyx

zzyyxx
zyxzyx yyyggg

ygygyg
yyygggS

++⋅++
++

−⋅++⋅++⋅=∆ .  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) =++−⋅+−+

⋅+⋅−+−⋅
−⋅++−⋅+−+⋅=∆ 222222

2
222222

321172
3127121321172

2
1S

( )
( ) ( ) 11,12

1454
16911454

2
1

9411494
314219411494

2
1 2

≈
⋅

−⋅⋅⋅=
++⋅++

+−−
−⋅++⋅++⋅=  кв. ед. 

ОТВЕТ: Векторное произведение векторов q  и y  равно 

kji 3723 −−− , площадь треугольника, построенного на сторонах данных 
векторов, равна 11,12≈   ед2. 

 
1.7. Смешанное произведение векторов, его свойства. 

Выражение смешанного произведения векторов через их координаты 
 

Если два вектора a  и b  перемножить векторно, а полученный вектор 
умножить скалярно на вектор c , то такое произведение векторов называется 
смешанным (векторно-скалярным) произведением трех векторов и является 
числом (см. рис. 17). 

Математическое обозначение смешанного произведения векторов:  
( ) cba ⋅× . 
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Геометрический смысл смешанного произведения векторов 

Объем параллелепипеда и объем треугольной пирамиды, построенной 
на векторах a , b , c , взят со знаком «плюс», если векторы образуют правую 
тройку векторов, и со знаком «минус», если векторы образуют левую тройку 
векторов. 

( ) cbaV ипедапараллелеп ⋅×= , ( ) cbaV пирамидыйтреугольно ⋅×⋅=
6
1 . 

 
Свойства смешанного произведения векторов 

10. ( ) ( ) ( ) bacacbcba ⋅×=⋅×=⋅× . 
20. ( ) ( )cbacba ×⋅=⋅× . 
30. ( ) ( ) ( ) ( ) bacabccabcba ⋅×−=⋅×−=⋅×−=⋅× . 
40. ( ) 0=⋅× cba , если a , b , c  – компланарные векторы. 

 
Выражение смешанного произведения векторов через их координаты 

Если kajaiaa zyx ⋅+⋅+⋅= , kbjbibb zyx ⋅+⋅+⋅= , kcjcicc zyx ⋅+⋅+⋅= , то 

( ) ( ) ⋅









⋅+⋅−⋅=⋅+⋅+⋅⋅=⋅× k

bb
aa

j
bb
aa

i
bb
aa

kcjcic
bbb
aaa
kji

cba
yx

yx

zx

zx

zy

zy

zyx

zyx

zyx

( )
zyx

zyx

zyx

z
yx

yx

y
zx

zx
x

zy

zy

zyx

ccc
bbb
aaa

c
bb
aa

c
bb
aa

c
bb
aa

kcjcic =









⋅+⋅−⋅=⋅+⋅+⋅⋅ .  

( )
zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

cba =⋅× . 

 
 

Рис. 17. Графическое изображение 
смешанного произведения векторов 

O 
a

b

c
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ПРИМЕР.  
Вычислить смешанное произведение векторов kjiq +⋅−⋅= 72 , 

kjiy ⋅+⋅+−= 32 , kjig ⋅+⋅+⋅= 342  и объем параллелепипеда, построенно-
го на векторах q , y , g . 

РЕШЕНИЕ: 
Смешанное произведение векторов q , y , g  можно вычислить по фор-

муле ( )
zyx

zyx

zyx

ggg
yyy
qqq

gyq =⋅× . Подставить значения координат векторов 

( ) 83
342
321
172

−=−
−

=⋅× gyq . 

Объем параллелепипеда, построенного на векторах q , y , g , вычисля-

ется по формуле ( ) gyqV ипедапараллелеп ⋅×= . Следовательно, 83=ипедапараллелепV  ед3. 

ОТВЕТ: ( ) 83−=⋅× gyq , объем параллелепипеда равен 83 ед3. 
 

1.8. Некоторые приложения скалярного, векторного и смешанного  
произведения векторов 

 
1. Векторы kajaiaa zyx ⋅+⋅+⋅= , kbjbibb zyx ⋅+⋅+⋅=  коллинеарны, 

если 
z

z

y

y

x

x

b
a

b
a

b
a

==  или 0==×

zyx

zyx

ccc
bbb
kji

ba . 

2. Векторы kajaiaa zyx ⋅+⋅+⋅= , kbjbibb zyx ⋅+⋅+⋅=  перпендику-

лярны, если 0=⋅ba . 
3. Векторы kajaiaa zyx ⋅+⋅+⋅= , kbjbibb zyx ⋅+⋅+⋅=  

kcjcicc zyx ⋅+⋅+⋅=  компланарны, если ( ) 0==⋅×

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

cba . 

ПРИМЕР.  
Проверить коллинеарность, перпендикулярность векторов a , b  и ком-

планарность векторов a , b , c , если { }5;2;1 −=a , { }10;4;2 −−=b , { }8;3;1−=c . 
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РЕШЕНИЕ: 
Коллинеарность векторов можно проверить двумя способами: 

z

z

y

y

x

x

b
a

b
a

b
a

==  или 0==×

zyx

zyx

ccc
bbb
kji

ba . Проверим первым способом: 

10
5

4
2

2
1

−
=

−
=

−
, следовательно, векторы коллинеарны. 

Векторы компланарны, если ( ) 0=⋅× cba , ( ) 0
831
1042
521

=
−

−−
−

=⋅× cba , 

следовательно, векторы a , b , c  компланарны. 
Векторы a  и b  перпендикулярны, если 0=⋅ba , 
( ) ( ) ( ) 6050821054221 −=−−−=−⋅+⋅−+−⋅=⋅ba , следовательно, векторы a  

и b  не перпендикулярны. 
ОТВЕТ: Векторы a  и b  коллинеарны, не перпендикулярны, векторы 

a , b , c  компланарны. 
 

2. ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ ПО ГЛАВЕ  
«ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ» 

 
1. Дать определение вектора, начала и конца вектора. 
2. Дать определение нулевого и единичного вектора. 
3. Дать определение орта вектора. 
4. Дать определение модуля вектора, написать формулу, по которой 

он вычисляется. 
5. Дать определение координатного базиса. 
6. Дать определение равных, компланарных, коллинеарных, 

противоположных векторов, изобразить их графически. 
7. Перечислить линейные операции над векторами и их свойства. 

Изобразить графически сложение, вычитание и умножение вектора на число. 
8. Рассказать разложение вектора по ортам на плоскости и в 

пространстве. 
9. Перечислить свойства проекций векторов. 
10.  Записать формулу разложения вектора по ортам координатных осей. 
11.  Дать определение направляющих косинусов вектора, написать 

формулу их вычисления и графически изобразить направляющие косинусов 
вектора. 

12.  
13.  Дать определение скалярного произведения векторов. Записать 

формулу вычисления скалярного произведения векторов через их 
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координаты. 
14.  Перечислить свойства скалярного произведения векторов. 
15.  Дать определение правой и левой тройки векторов. 
16.  Дать определение векторного произведения векторов, перечислить 

его свойства. 
17.  Записать формулу вычисления векторного произведения векторов 

через координаты. 
18.  Рассказать геометрический смысл векторного произведения 

векторов. 
19.  Дать определение смешанного произведения векторов и 

перечислить его свойства. 
20.  Рассказать геометрический смысл смешанного произведения 

векторов. 
21.  Записать формулу вычисления смешанного произведения векторов 

через их координаты. 
22.  Перечислить условия коллинеарности векторов. 
23.  Записать условие перпендикулярности векторов. 
24.  Записать условие компланарности векторов. 
 

3. САМОСТОЯТЕЛЬНАЯ РАБОТА  
ПО ГЛАВЕ «ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА» 

 
ВАРИАНТ № 1 

Даны векторы: kjia ++−= 52 , kjib 2104 +−= , kjic +−= . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX ++−= 52 , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , c . 
10.  Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах a , 

b , AX . 
11.  Вычислить площадь треугольника, построенного на векторах a , c , 

и угол между векторами. 
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ВАРИАНТ № 2 
Даны векторы: kjia 543 −+−= , kib 2+−= , jic −−= 3 . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjAX 42 += , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем треугольной пирамиды, построенной на векторах 

a , b , AX . 
11.  Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a , с , и угол между векторами. 
 

ВАРИАНТ № 3 
Даны векторы: kjia 243 −+= , kjib 486 −+= , kjic 23 −+−= . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX 32 ++−= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах a , 

b , AX . 
11.  Вычислить площадь треугольника, построенного на векторах a , с , 

и угол между векторами. 
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ВАРИАНТ № 4 
Даны векторы: kjia 23 +−= , kjib 22 ++−= , jic 4+−= . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjAX 2+= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем треугольной пирамиды, построенной на векторах 

a , AX , с . 
11.  Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a , с , и угол между векторами. 
 

ВАРИАНТ № 5 
Даны векторы: kjia 1094 ++−= , kjib 20188 +−= , kjic 43 +−= . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX 23 +−= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах AX , 

b , с . 
11.  Вычислить площадь треугольника, построенного на векторах a , с , 

и угол между векторами. 
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ВАРИАНТ № 6 
Даны векторы: kjia +−−= 2 , kjib 563 +−= , kic +−= 2 . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX 432 −+−= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем треугольной пирамиды, построенной на векторах 

a , AX ,  с . 
11.  Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a , с , и угол между векторами. 
 

ВАРИАНТ № 7 
Даны векторы: kia 42 +−= , kib 2−= , jic 3−= . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX 654 +−= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах a , 

b , AX . 
11.  Вычислить площадь треугольника, построенного на векторах a , с , 

и угол между векторами. 
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ВАРИАНТ № 8 
Даны векторы: kjia +−= 32 , kjib ++= 45 , kic 3−= . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX 543 −+−= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем треугольной пирамиды, построенной на векторах 

AX , b , с . 
11.  Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a , c , и угол между векторами. 
 

ВАРИАНТ № 9 
Даны векторы: kia 42 +−= , kjib 432 −+−= , kic −= 9 . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX 33 +−−= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах a , 

AX , с . 
11.  Вычислить площадь треугольника, построенного на векторах a , с , 

и угол между векторами. 
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ВАРИАНТ № 10 
Даны векторы: kjia +−−= 2 , kjib −+= 2 , kjic 32 +−= . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX 432 −+−= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем треугольной пирамиды, построенной на векторах 

a , b , AX . 
11.  Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a , с , и угол между векторами. 
 

ВАРИАНТ № 11 
Даны векторы: kjia +−= , kjib 233 ++−= , kic 8+= . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX −−= 3 , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах AX , 

b , с . 
11.  Вычислить площадь треугольника, построенного на векторах a , с , 

и угол между векторами. 
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ВАРИАНТ № 12 
Даны векторы: kjia 1236 −+= , kjib 42 −+= , kjic +−= 45 . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX 7++−= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем треугольной пирамиды, построенной на векторах 

a , AX , с . 
11.  Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a , с , и угол между векторами. 
 

ВАРИАНТ № 13 
Даны векторы: kjia 4189 −+= , kjib 263 +−−= , kjic 32 +−= . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX ++= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах a , 

b , AX . 
11.  Вычислить площадь треугольника, построенного на векторах a , с , 

и угол между векторами. 
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ВАРИАНТ № 14 
Даны векторы: kjia 242 −+= , kjib −+= 2 , kjic +−=⋅2 . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjAX 42 += , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем треугольной пирамиды, построенной на векторах 

AX , b , с . 
11.  Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a , с , и угол между векторами. 
 

ВАРИАНТ № 15 
Даны векторы: kjia 352 +−= , kjib 6102 ++= , kjic ++= . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX −+= 32 , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах a , 

AX , с . 
11.  Вычислить площадь треугольника, построенного на векторах a , с , 

и угол между векторами. 
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ВАРИАНТ № 16 
Даны векторы: kjia ++−= 66 , kjib 22 +−= , kjic +−−= 73 . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjAX 23 +−= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем треугольной пирамиды, построенной на векторах 

a , b , AX . 
11.  Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a , с , и угол между векторами. 
 

ВАРИАНТ № 17 
Даны векторы: kjia 32 ++−= , kjib 654 +−= , kjic 22 +−= . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX 6++−= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах AX , 

b , с . 
11.  Вычислить площадь треугольника, построенного на векторах a , с , 

и угол между векторами. 
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ВАРИАНТ № 18 
Даны векторы: kjia 42 −+= , kjib 32 +−= , kjic 23 −+= . 
Вычислить. 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kiAX 35 += , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем треугольной пирамиды, построенной на векторах 

a , AX , с . 
11.  Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a , с , и угол между векторами. 
 

ВАРИАНТ № 19 
Даны векторы: kjia 32 ++−= , kjib 654 +−= , jic 7+= . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX 342 −+−= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах a , 

b , AX . 
11.  Вычислить площадь треугольника, построенного на векторах a , с , 

и угол между векторами. 
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ВАРИАНТ № 20 
Даны векторы: kjia 3++−= , kjib ++= 23 , kjic −+= 62 . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX 32 +−= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем треугольной пирамиды, построенной на векторах 

AX , ,b  с . 
11.  Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a , с , и угол между векторами. 
 

ВАРИАНТ № 21 
Даны векторы: kjia 42 −−= , kjib −+= 32 , kjic 3−+= . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX −−= 23 , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах a , 

AX , с . 
11.  Вычислить площадь треугольника, построенного на векторах a , с , 

и угол между векторами. 
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ВАРИАНТ № 22 
Даны векторы: kjia +−= , kjib 43 −+= , kjic 54 −+= . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX 975 ++= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b ,с . 
10.  Вычислить объем треугольной пирамиды, построенной на векторах 

a , b , AX . 
11.  Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a , с , и угол между векторами. 
 

ВАРИАНТ № 23 
Даны векторы: kjia +−= 32 , kjib 354 −+−= , kjic ++−= 9 . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX 753 −−= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах AX , 

b , с . 
11.  Вычислить площадь треугольника, построенного на векторах a , с , 

и угол между векторами. 
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ВАРИАНТ № 24 
Даны векторы: jia 2−= , kjib 4−+= , kjic −+= 27 . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX 324 +−= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем треугольной пирамиды, построенной на векторах 

a , AX , с . 
11.  Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a , с , и угол между векторами. 
 

ВАРИАНТ № 25 
Даны векторы: kjia −+= 22 , kjib 232 +−=⋅ , kjic ++= 67 . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX 42 +−= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах a , 

b , AX . 
11.  Вычислить площадь треугольника, построенного на векторах a , с , 

и угол между векторами. 
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ВАРИАНТ № 26 
Даны векторы: kjia 25 +−= , kjib 432 +−= , kjic ++= 34 . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX 53 −+−= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем треугольной пирамиды, построенной на векторах 

AX , b , с . 
11.  Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a , с , и угол между векторами. 
 

ВАРИАНТ № 27 
Даны векторы: kjia ++= 45 , kjb 3+−= , kjic ++= 2 . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX −+−= 42 , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах a , 

AX , с . 
11. Вычислить площадь треугольника, построенного на векторах a , с , 

и угол между векторами. 
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ВАРИАНТ № 28 
Даны векторы: kjia 25 −+−= , jib 3−= , kjic 2++= . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX 873 −+= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем треугольной пирамиды, построенной на векторах 

a , b , AX . 
11.  Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a , с , и угол между векторами. 
 

ВАРИАНТ № 29 
Даны векторы: kjia 23 −+−= , kjib 234 +−= , kjic 34 ++= . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjiAX 26 +−−= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах a , 

b , AX . 
11.  Вычислить площадь треугольника, построенного на векторах a , с , 

и угол между векторами. 
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ВАРИАНТ № 30 
Даны векторы: kjia 22 −+−= , kjib 25.0 +−= , kjic ++=⋅5 . 
Вычислить: 
1. Векторное произведение векторов a , b . 
2. Скалярное произведение векторов a , b . 
3. Сумму векторов и разность векторов a , b . Результат изобразить 

графически. 
4. Длину вектора b . 
5. Направляющие косинусы вектора b . 
6. Координаты т. А, если kjAX 533 +−= , ( )1;1;0 −=X . 
7. Проверить коллинеарность векторов a , b  двумя способами. 
8. Проверить перпендикулярность векторов a , b . 
9. Проверить компланарность векторов a , b , с . 
10.  Вычислить объем треугольной пирамиды, построенной на векторах 

a , b , AX . 
11. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах a , 

с , и угол между векторами. 
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ГЛАВА III 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

 
 
 

Цели 
Иметь представление о: 
• полярной, декартовой и сферической системе координат; 
• переходе из декартовой системы координат в полярную систему 

координат; 
• преобразовании систем координат; 
• кардиоде, гиперболической спирали, улитке Паскаля, розах, лем-

нискате Бернулли, архимедовой спирали; 
• видах уравнения прямой на плоскости и в пространстве; 
• взаимном расположении плоскостей, прямых, плоскости и пря-

мой в пространстве; 
• угле между прямыми, прямой и плоскостью,  двумя плоскостями 

в пространстве; 
• вычислении угла между прямыми, прямой и плоскостью, двумя 

плоскостями в пространстве. 
Знать: 
• способ задания декартовой, сферической  и полярной системы 

координат; 
• переход от декартовой системы координат к полярной системе 

координат; 
• алгоритм преобразования координат при переходе из одной си-

стемы координат к другой; 
• уравнения в полярных координатах: кардиода, гиперболической 

спирали, улитки Паскаля, розы, лемниската Бернулли, архимедовой спира-
ли; 

• формы записи уравнения прямой на плоскости и в пространстве; 
• формы записи уравнения плоскости в пространстве; 
• условия параллельности и перпендикулярности двух прямых, 

двух плоскостей, прямой и плоскости в пространстве; 
• взаимное расположение прямой и плоскости в пространстве, вы-

числение угла между ними; 
• кривые второго порядка на плоскости, алгоритм их построения, 

свойства; 
• уравнения поверхности в пространстве, построение поверхностей 

методом сечений, их свойства. 
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Уметь: 
Описывать положение точки в полярной, декартовой и сферической 

системе координат. Переходить от одной системы координат к другой. За-
писывать уравнение прямой и плоскости в различных формах. Вычислять 
угол между двумя прямыми, двумя плоскостями, прямой и плоскостью в 
пространстве, проверять условия параллельности и перпендикулярности 
двух плоскостей, прямой и плоскости, двух прямых в пространстве. Вы-
числять расстояние от точки до плоскости, расстояние между двумя точ-
ками в пространстве. Проверять принадлежность двух прямых одной плос-
кости. Вычислять координаты точки, делящей отрезок в заданном соотно-
шении в пространстве. Вычислять расстояние от точки до прямой в про-
странстве. Находить уравнения кривых второго порядка, строить простей-
шие поверхности второго порядка методом сечений и записывать их урав-
нения. 

 
1. СИСТЕМЫ КООРДИНАТ 

 
Системой координат является способ, позволяющий численно опи-

сать положение точки в пространстве. Существуют различные виды си-
стем координат. Рассмотримы некоторые из них: прямоугольную (декар-
товую) и полярную системы координат. 

 
1.1. Декартова (прямоугольная) система координат 

 
Система координат задается тремя взаимно перпендикулярными 

осями (см. рис. 1), пересекающимися в одной точке (т. О) – начале коорди-
нат. На каждой из осей задаются единичные направляющие векторы – i , 
j , k , образующие правую тройку векторов. Ось Ox  называют осью абс-

цисс, ось Oy  – осью ординат, ось Oz  – осью аппликат. Положение любой 
точки M  в декартовой системе координат Oxyz  задается радиус-вектором 

OM . Если координаты вектора { }zyxOM ;;= , то координаты точки 
( )zyxM ;; . Каждой точке в пространстве соответствует единственный набор 

координат x , y , z . 
На плоскости декартова система координат задается двумя осями –

Ox  и Oy . Положение любой точки описывается парой чисел x , y . 
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1.2. Полярная система координат 

 
Полярная система координат задается (см. рис. 2) полюсом (т. O ), 

лучом Op , называемым полярной осью, и единичным вектором e , кото-
рый совпадает по направлению с лучом. 

Числа r , ϕ  называют полярными координатами точки. 
Положение любой точки М (не совпадающей с положением т. O ) на 

плоскости определяется полярным радиусом r  и полярным углом ϕ . От-
счет угла ϕ  происходит против движения часовой стрелки от полярной 
оси. Диапазон изменения полярных координат: [ )∞∈ ;0r ) ( ( ]ππϕ ;−∈ . 

 

 

x

Рис. 1. Изображение декартовой системы координат  
и задание т. М в пространстве 
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Рис. 2. Изображение полярной системы координат и задание 
координат т. М 
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1.3. Связь между координатами прямоугольной и 
полярной систем координат 

 
Совместить полюс O  с началом координат Oxy  (см. рис. 3), поляр-

ную ось Op – с положительной осью Ox . Если в декартовой системе коор-
динат точка M  имеет координаты );( yx , в полярной системе координат – 

);( ϕr , то из рисунка 3 следует:  

ϕϕ

ϕϕ

sinsin

coscos
22

22

22

⋅+=⋅=

⋅+=⋅=

+=

yxry

yxrx

yxr

,   (1) 

следовательно, 
x
ytg =ϕ ,  

где πϕπ ≤<− . Знак угла устанавливается исходя из того, в какой 
координатной четверти расположена точка M . 

ПРИМЕР.  

В декартовой системе координат дана точка 







3
3;2A . Найти коор-

динаты точки A  в полярной системе координат. 
РЕШЕНИЕ: 
Для нахождения координат точки A  в полярной системе координат 

необходимо использовать формулы перехода от декартовой системы коор-
динат к полярной системе координат (1). 

По условию задачи координаты точки A  – 2=x , 
3
3

=y . Следова-

тельно, ( )
3
39

3
32

2

2 =







+=r , ( )

6
3

23
3
=

⋅
==

x
ytg ϕ . 

Рис. 3. Связь между декартовой и полярной системами 
координат 
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ОТВЕТ: Координаты точки A  в полярной системе координат: 

3
39

=r , ( )
6
3

=ϕtg . 

Для решения задач иногда удобно использовать уравнения 
некоторых кривых в полярной системе координат, так как уравнения 
имеют более простой вид.  

Кардиоида (см. рис. 4а) – кривая, описываемая точкой M  
окружности радиуса a , катящейся без скольжения по неподвижной 
окружности того же радиуса.  

Уравнение кардиоиды в полярных координатах:  
( )ϕρ cos1−⋅= a  или ( )ϕρ cos1+⋅= a , где 0>a . 

Гиперболическая спираль (см. рис. 4б) – кривая, описываемая точкой 
M , движущейся по вращающейся прямой OA  так, что ее расстояние от 
центра вращения меняется обратно пропорционально углу поворота. 

Уравнение гиперболической спирали в полярных координатах: 

ϕ
ρ a
= . 

Улитка Паскаля (см. рис. 4в) – геометрическое место точек M  и 
M ′ , расположенных на прямых пучка, центр которого лежит на окружно-
сти радиуса R , на расстоянии a  по обе стороны от точки P  пересечения 
прямых с окружностью.  Улитка Паскаля является частным случаем кар-
диода. 

Уравнение улитки Паскаля:  
ϕρ cos2Ra += . 

 
Розы (см. рис. 4г) – кривые, полярное уравнение которых:  

( )ϕρ ma sin⋅= ; где 0>a , m  – рациональное число. 
Лемниската Бернулли (см. рис. 4д) – кривая, имеющая форму вось-

мерки.  
Уравнение лемниската Бернулли в полярных координатах:  

( )ϕρ 2cos22 ⋅= a . 
Уравнение лемниската Бернулли в прямоугольной системе коорди-

нат: 
( ) ( ) 0222222 =−⋅−+ yxayx , 0>a . 

Архимедова спираль (см. рис. 4е) – кривая, описываемая точкой, рав-
номерно движущейся по прямой в то время, как эта прямая равномерно 
вращается в плоскости вокруг точки O . 

Уравнение Архимедовой спирали в полярной системе координат:  
ϕρ ⋅= a , где 0>a  – постоянная величина. 
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1.4. Преобразование систем координат 

 
Переход от одной системы координат в другую называется преобра-

зованием систем координат. 
Преобразование систем координат имеет практическое применение в 

различных отраслях науки. Рассмотрим преобразование одной декартовой 
системы координат в другую. 

Преобразование позволяет установить зависимость между координа-
тами любой точки в разных системах координат. Преобразование систем 
координат можно проводить несколькими способами: параллельным пере-
носом осей координат, поворотом осей координат на угол, параллельным 
переносом осей координат и поворотом их на угол. Данные преобразова-
ния можно выполнять, используя знания из разделов линейной и вектор-
ной алгебры. Рассмотрим преобразования систем координат, используя 
материал раздела «Векторная алгебра». 

1. Параллельный перенос осей координат. 
Параллельный перенос осей координат – это переход от системы ко-

ординат Oxy  к новой системе координат 111 yxO , при котором меняется по-
ложение начала координат, а направление и масштаб остаются неизмен-
ными (см. рис. 5). 

Рассмотрим току M . В системе координат Oxy  точка имеет коорди-
наты ( )yx; , начало координат O  – ( )0;0 . В системе координат 11 yOx  точка 
M  имеет координаты ( )yx ′′; , начало координат 1O – ( )00 ; yx . 

Построим векторы jyixOO ⋅+⋅= 001 , jyixMO ⋅′+⋅′=1 ,  
 

Рис. 4.    а) – кардиона; 
               б) – гиперболическая спираль; 
               в) – улитка Паскаля; 
               г) – трехлепестковая роза; 
              д) – лемниската Бернулли; 
              е) – спираль Архимеда 
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jyixOM ⋅+⋅= . По правилу суммы векторов выразим вектор OM  через 

два других вектора: MOOOOM 11 += .  
Или ( ) ( ) jyyixxjyixjyixjyix ⋅′++⋅′+=⋅′+⋅′+⋅+⋅=⋅+⋅ 0000 . Если 

равны левые части равенства, то равны и правые. Следовательно,  
xxx ′+= 0 , yyy ′+= 0 . 

Это формулы, позволяющие находить координаты точки при пере-
ходе из одной декартовой системы в другую, используя параллельный пе-
ренос осей координат. 

2. Поворот осей координат на угол. 
Поворот осей координат – это преобразование координат, при кото-

ром обе оси поворачиваются на один и тот же угол, а начало координат и 
масштаб остаются неизменными. 

Рассмотрим систему координат 111 yxO  (см. рис. 6), которая получена 
поворотом на угол α  системы координат Oxy . В системе координат Oxy  
точка M  имеет координаты ( )yx; , в системе координат 111 yxO  эта точка 
имеет координаты ( )yx ′′; . 

Введем две полярные системы координат с общим полюсом в точ-
ке O , полярными осями Ox , 1Ox , полярными углами ϕα + , ϕ  соответ-
ственно и общим полярным радиусом r . Используя формулы перехода от 
полярной системы координат к декартовой (1), получаем: 

( )
( )ϕα

ϕα
+⋅=
+⋅=

sin
cos

ry
rx

 или 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )ϕαϕα

ϕαϕα
sincoscossin
sinsincoscos
⋅⋅+⋅⋅=
⋅⋅−⋅⋅=

rry
rrx

. 
С другой стороны, координаты точки M  в декартовой системе коор-

Рис. 5. Преобразование систем координат.  
Способ – параллельный перенос осей координат 

y′

j

O i

M

x

y

x

j
i 1x

1y
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x′
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динат 111 yxO  и полярной системе координат связаны соотношением 
( )
( )ϕ
ϕ

sin
cos
⋅=′
⋅=′

ry
rx

, следовательно,  

( ) ( )
( ) ( )αα

αα
cossin
sincos
⋅′+⋅′=
⋅′−⋅′=

yxy
yxx

– формулы поворота осей. 

Формулы позволяют определить координаты точки при переходе из одной 
декартовой системы координат в другую, поворачивая ее на угол. 
3. Параллельный перенос осей координат и поворот их на угол. 
Параллельный перенос осей координат и поворот их на угол – это 

переход от системы координат Oxy  к новой системе координат 111 yxO , при 
котором параллельно переносятся оси координат и поворачиваются оси 
координат на угол α . 

( ) ( )
( ) ( ) 0

0

cossin
sincos

yyxy
xyxx

+⋅′+⋅′=
+⋅′−⋅′=

αα
αα

. 

Это формулы, выражающие координаты произвольной точки M  в 
системе Oxy  через координаты новой системы 111 yxO  и угол поворота си-
стем координат. 

 
2. УРАВНЕНИЕ ПЛОСКОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ 

 
2.1. Общее уравнение плоскости в пространстве 

 
Общим уравнением плоскости в пространстве называется уравнение 

вида  
0=+++ DCzByAx ,  

x′

Рис. 6. Преобразование систем координат.  
Способ – поворот осей координат 

x

y′

y

M

1y
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j

O i x

y

ϕ

r
1x
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где A , B , C , D  – константы, 0222 ≠++ CBA . 
Если хотя бы один из коэффициентов равен нулю, то уравнение 

называется неполным уравнением плоскости. 
Рассмотрим виды неполных уравнений плоскости: 
1) 0=D . Уравнение плоскости примет вид 0=++ CzByAx . Это 

плоскость, проходящая через начало координат; 
2) 0=C , 0≠A , 0≠B , 0≠D . Уравнение плоскости примет вид 

0=++ DByAx . Это плоскость, параллельная оси Oz , перпендикулярная 
плоскости Oxy  с нормальным вектором плоскости { }0;; BAn = ; 

• 0=B , 0≠A , 0≠C , 0≠D . Уравнение плоскости примет вид 
0=++ DCzAx . Это плоскость, параллельная оси Oy , перпендику-

лярная плоскости Oxz  с нормальным вектором плоскости { }CAn ;0;= ; 
• 0=A , 0≠B , 0≠C , 0≠D . Уравнение плоскости примет вид 

0=++ DCzBy . Это плоскость, параллельная оси Ox , перпендику-
лярная плоскости Oyz  с нормальным вектором плоскости { }CBn ;;0= ; 
3) 0=C , 0=D , 0≠A , 0≠B . Уравнение плоскости примет вид 

0=+ ByAx . Это плоскость, проходящая через ось Oz  с вектором нормали 
{ }0;; BAn = ; 

• 0=A  0=D , 0≠B , 0≠C . Уравнение плоскости примет вид 
0=+CzBy . Это плоскость, проходящая через ось Ox  с вектором 

нормали { }CBn ;;0= ; 
• 0=B , 0=D , 0≠A , 0≠C . Уравнение плоскости примет вид 

0=+CzAx . Это плоскость, проходящая через ось Oy  с вектором 
нормали { }CAn ;0;= ; 
• 0=A , 0=B , 0≠C , 0≠D . Уравнение плоскости примет вид 

0=+ DCz . Это плоскость, параллельная координатной плоскости 
Oxy  с вектором нормали { }Cn ;0;0= ; 
• 0=B , 0=C , 0≠A , 0≠D . Уравнение плоскости примет вид  

0=+ DAx . Это плоскость, параллельная плоскости Oyz  с вектором 
нормали { }0;0;An = ; 
• 0=A , 0=C , 0≠B , 0≠D . Уравнение плоскости примет вид 

0=+ DBy . Это плоскость, параллельная координатной плоскости 
Oxz  с вектором нормали { }0;;0 Bn = ; 
4) 0=A , 0=B , 0=D , 0≠C . Уравнение плоскости примет вид 

0=Cz . Это уравнение плоскости xOy , проходящей через начало 
координат с нормальным вектором { }Cn ;0;0= ; 
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• 0=B , 0=C , 0=D , 0≠A . Уравнение плоскости примет вид 
0=Ax . Это уравнение плоскости Oyz , проходящей через начало 

координат с нормальным вектором { }0;0;An = ; 
• 0=A , 0=C , 0=D , 0≠B . Уравнение плоскости примет вид 

0=By . Это уравнение плоскости Oxz , проходящей через начало 
координат с нормальным вектором { }0;;0 Bn = . 

ПРИМЕР.  

Составить уравнение плоскости, проходящей перпендикулярно оси Ох 

через точку ( )3;2;1K . 

РЕШЕНИЕ: 

Уравнение плоскости, проходящей перпендикулярно оси Ох, имеет 

вид 0=+ DAx . Подставив в это уравнение координаты точки K , находим 

AD −= . Теперь подставим значение D в уравнение 0=+ DAx , получится 

0=− AAx , следовательно, 1=x . 

ОТВЕТ: Уравнение плоскости, проходящей перпендикулярно оси Ох 

через точку K , имеет вид 1=x . 

 
2.2. Уравнение плоскости, проходящей через данную точку 

перпендикулярно данному вектору.  
Нормальное уравнение плоскости 

 
Пусть дана плоскость α  (см. рис. 7), точка ( )0000 ;; zyxM , 

принадлежащая плоскости, и ненулевой вектор { }CBAn ;;=
 , 

перпендикулярный плоскости. Необходимо составить уравнение 
плоскости, проходящей через точку 0M  перпендикулярно вектору n . 

Вектор n  называется нормальным вектором плоскости. 
Возьмем любую точку ( )zyxM ;; , принадлежащую плоскости α , и 

проведем вектор { }0000 ;; zzyyxxMM −−−= . Так как вектор n  
перпендикулярен плоскости α , а вектор MM 0  принадлежит этой плоскости, 
то векторы MM 0  и n  перпендикулярны. Следовательно, их скалярное 
произведение равно нулю 00 =⋅ MMn . Или в координатной форме: 

( ) ( ) ( ) 0000 =−⋅+−⋅+−⋅ zzCyyBxxA .          (2) 
Уравнение (2) называется уравнением плоскости, проходящей через 

данную точку ( )0000 ;; zyxM  перпендикулярно вектору { }CBAn ;;=
 . 
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Если коэффициентам A , B , C  придавать различные значения, то 
будут получаться плоскости, проходящие через точку ( )0000 ;; zyxM . 
Совокупность плоскостей, проходящих через данную точку, называется 
связкой плоскостей, а уравнение плоскости, проходящей через данную 
точку в координатной форме, – уравнением связки плоскостей. 

Если в уравнении 00 =⋅ MMn  в качестве нормального вектора плоскости 

взять единичный вектор ( ) ( ) ( ){ }γβα cos;cos;cos0 ==
n
nn , где ( )αcos , ( )βcos , 

( )γcos  – направляющие косинусы, то уравнение плоскости примет вид: 
00

0 =⋅ MMn . 
Это нормальное уравнение плоскости. Или в координатной форме: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 0;;cos;cos;cos 000 =−−−⋅ zzyyxxγβα ; 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0coscoscos 000 =−⋅+−⋅+−⋅ zzyyxx γβα . 

Это нормальное уравнение плоскости в координатной форме. 
ПРИМЕР.  
Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )6;4;2K  

перпендикулярно вектору { }7;1;4 −−=n . 
РЕШЕНИЕ: 
В уравнение плоскости, проходящей через данную точку перпенди-

кулярно нормали (2), подставить координаты вектора нормали и точки K . 
После преобразовать его. 

( ) ( ) ( ) 0674124 =−⋅−−⋅+−⋅− zyx ; 
04674 =−+− zyx . 

Это уравнение плоскости, проходящей через точку K , перпендику-
лярно вектору нормали. 

ОТВЕТ: 04674 =−+− zyx  – уравнение плоскости, проходящей че-
рез точку K  перпендикулярно вектору нормали. 

O 
 
 

 
 
 

y 

x 

z

α

( )CBAn ;;

( )0000 ;; zyxM

( )zyxM ;;

Рис. 7. Плоскость, проходящая 
через точку перпендикулярно 

вектору нормали 
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2.3. Уравнение плоскости, проходящей через три данные точки 
 

Через три точки пространства, не лежащие на одной прямой, можно 
построить единственную плоскость. Найдем уравнение плоскости α , 
проходящей через три данные точки ( )1111 ;; zyxM , ( )2222 ;; zyxM , ( )3333 ;; zyxM , 
не лежащие на одной прямой (см. рис. 8). 

На плоскости α  взять точку );;( zyxM  и составить векторы:  
{ }1111 ;; zzyyxxMM −−−= , 
{ }12121221 ;; zzyyxxMM −−−= , 
{ }13131331 ;; zzyyxxMM −−−= .  

Векторы MM1 , 21MM , 31MM  принадлежат одной плоскости, 
следовательно, они компланарны. По условию компланарности векторов 
( ) 031211 =⋅× MMMMMM , т. е. 

( ) 0

131313

121212

111

31211 =
−−−
−−−
−−−

=⋅×
zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

MMMMMM .          (3) 

Это уравнение плоскости, проходящей через три данные точки. 
ПРИМЕР. 
Составить уравнение плоскости, проходящей через точки ( )2;1;0A , 

( )2;5;3−B , ( )4;5;6 −−−C , не лежащие на одной прямой. 
РЕШЕНИЕ: 
В уравнение плоскости, проходящей через три точки, не лежащие на 

одной прямой (3), подставить координаты точек. 01 =x , 11 =y , 21 =z , 
32 −=x , 52 =y , 22 =z , 63 −=x , 53 −=y , 43 −=z . 

Рис. 8. Плоскость, проходящая через три 
точки, не лежащие на одной прямой 

( )zyxM ;;

( )1111 ;; zyxM

α

O 
 
 

 
 
 

z

x 

y 

( )2222 ;; zyxM

( )3333 ;; zyxM
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( ) ( ) =
−−

−
⋅−+

−−
−
⋅−−

−−
⋅=

−−−−−−
−−−−
−−−

66
43

2
66
03

1
66

04

241506
221503
210

zyx
zyx

 

66421824 −+−−= zyx ; 
066421824 =−+−− zyx ; 

011734 =+−+ zyx . 
Это уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки. 
ОТВЕТ: Уравнение плоскости, проходящей через точки A , B , C , 

имеет вид: 011734 =+−+ zyx . 
 

2.4. Уравнение плоскости в отрезках на осях 
 
Рассмотрим получение уравнения плоскости с помощью отсечения 

осей Ox , Oy , Oz  отрезками a , b , c  соответственно (см. рис. 9). 
На оси Ox  отсечем отрезок a  и обозначим его OA , на оси Oy  отсечем 

отрезок b  и обозначим его OB , на оси Oz  отсечем отрезок c  и обозначим 
его OC . Так как точки A , B , C  лежат на одной плоскости, то подставляя в 
уравнение (3) координаты точек A , B , C , получим уравнение плоскости: 

0
0

0
0000
0000
00

=
−
−
−

=
−−−
−−−
−−−

ca
ba

zyax

ca
ba

zyax
. 

Вычислив определитель, получим 

1=++
c
z

b
y

a
x . 

Это уравнение плоскости в отрезках на осях, где a , b , c  – это 
величины отрезков, отсекаемых плоскостью от осей координат. 

Рис. 9. Плоскость, проходящая через три 
точки и отсекающая отрезки на осях 

координат 

a

c

b

z

( )cC ;0;0

( )0;;0 bB

( )0;0;aA

O 
 
 

 
 
 

x 

y 
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ПРИМЕР.  
Привести уравнение плоскости 0432 =−+− zyx  к уравнению 

плоскости в отрезках на осях и построить плоскость. 
РЕШЕНИЕ: 
Преобразовать уравнение плоскости таким образом, чтобы с левой 

стороны были переменные x , y , z , а с правой стороны – свободная 
константа. 

0432 =−+− zyx ; 
432 =+− zyx . 

Теперь левую и правую часть уравнения поделить на константу, 
чтобы с правой стороны осталась единица (т. е. необходимо поделить на 4). 

432 =+− zyx       4:  

1
4
3

42
=+− zyx . 

Это уравнение прямой в отрезках, где 
2=a , 4−=b , 3/4=c . 

Построим плоскость Oxyz  и отметим 
точки ( )0;0;2 , ( )0;4;0 − , ( )3/4;0;0  
(см. рис. 10). 

ОТВЕТ: Уравнение плоскости в 

отрезках имеет вид 1
4
3

42
=+− zyx . 

 
 

2.5. Расстояние от точки до плоскости 
 

Дана плоскость α , вектор нормали { }CBAn ,,=  и точка ( )0000 ;; zyxM , 
не принадлежащая плоскости (см. рис. 11). Необходимо вычислить 
расстояние от точки ( )0000 ;; zyxM  до плоскости α . Обозначим это 
расстояние d . 

От точки 0M  опустить перпендикуляр на плоскость α . Точку 
пересечения прямой и плоскости обозначить ( )zyxM ;; . Координаты 
полученного вектора { }0000 ;; zzyyxxMM −−−= , а его длина равна 

расстоянию d . ( ) ( ) ( )2
0

2
0

2
00 zzyyxxMMd −+−+−== . Векторы n  и 

MM 0  перпендикулярны плоскости α , следовательно, они параллельны 
друг другу и угол между ними равен 00  или 0180 . Вычислим скалярное 
произведение этих векторов  

222
00 cos CBAdnMMnMM ++⋅±=⋅⋅=⋅ ϕ . Или в координатной 

Рис. 10. Плоскость, 
проходящая через три точки 

и отсекающая отрезки  
на осях координат 

( )0;40 −

( )0;0;2

( )3/4;0;0

z

O 
 
 

 
 
 

x 

y 
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форме ( ) ( ) ( )0000 zzCyyBxxAnMM −⋅+−⋅+−⋅=⋅ . Приравняем данные 
уравнения и преобразуем полученное уравнение  

( ) ( ) ( )000
222 zzCyyBxxACBAd −+−+−=++⋅± ;

( )000
222 zCyBxAzCyBxACBAd ++−++=++⋅± . 

Так как точка ( )zyxM ;;,  принадлежит плоскости α , то ее 
координаты удовлетворяют уравнению плоскости 0=+++ DzCyBxA , 
следовательно, zCyBxAD ++=− . Сделать замену в уравнении, 
вычисляющем расстояние, и преобразовать полученное уравнение 

( )000
222 zCyBxADCBAd ++−−=++⋅± ; 

222
000

CBA

DCzByAx
d

++

+++
= .          (4) 

Эта формула позволяет вычислить расстояние от точки с 
координатами ( )000 ;; zyx   до плоскости с координатами вектора нормали 
{ }CBA ;; . 

ПРИМЕР.  
Вычислить расстояние от точки ( )4;3;2K  до плоскости 

0432 =−+− zyx . 
РЕШЕНИЕ:  
Расстояние от точки до плоскости вычисляется по формуле (4). 

Координаты точки на плоскости: 20 =x , 30 =y , 40 =z . Константы 
уравнения плоскости: ,2=A  ,1−=B  3=C , 4−=D . Подставим эти 
значения в формулу. 

Рис. 11. Расстояние от точки до плоскости 

( )zyxM ;;

O 
 
 

 
 
 

α

n

( )0000 ;; zyxM
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ϕ2α

1α

2n 1nϕ

a

1α

2α

2n

1n
ϕ

б

1α

2α
2n

1n

в

Рис. 12. Угол между двумя плоскостями в пространстве: 
               а – плоскости пересекаются под тупым или острым углом; 
               б – угол между плоскостями прямой; 
               в – угол между плоскостями 00, 1800 или 3600 (плоскости параллельны) 

( )
( )

41,214
14
9

312

4433122
222

≈=
+−+

−⋅+⋅−+⋅
=d  ед. 

ОТВЕТ: Расстояние от точки K  до плоскости равно 41,2  ед. 
 

2.6. Угол между плоскостями.  
Условие параллельности и перпендикулярности двух плоскостей 
 
Пусть дана плоскость 1α  с общим уравнением плоскости 

01111 =+++ DzCyBxA , вектором нормали { }1111 ;; CBAn =  и плоскость 2α  с 
общим уравнением плоскости 02222 =+++ DzCyBxA , вектором нормали 

{ }2222 ;; CBAn =  (см. рис. 12а). 
Углом между плоскостями называется любой из двух смежных 

двугранных углов, образованных этими плоскостями. 
 

Для нахождения угла между плоскостями достаточно найти угол 
между их нормальными векторами. Таким образом будет найден один из 
углов между плоскостями. 

Из определения скалярного произведения векторов следует, 

21

21cos
nn
nn
⋅
⋅

=ϕ  или в координатной форме  

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
CBACBA

CCBBAA
++⋅++

⋅+⋅+⋅
=ϕ .           (5) 

Условие перпендикулярности плоскостей. Если две плоскости 
перпендикулярны (см. рис. 12б), то их нормальные векторы 
перпендикулярны ( ( ) 090cos 0 = ). Следовательно, 

0212121 =⋅+⋅+⋅ CCBBAA .                           (6) 
Условие параллельности плоскостей. Если две плоскости 
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параллельны, то их нормальные векторы коллинеарны (см. рис. 12в), 
следовательно, между координатами векторов существует соответствие  

2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A

== . 

Две плоскости совпадают, если 
2

1

2

1

2

1

2

1

D
D

C
C

B
B

A
A

=== . 

ПРИМЕР.  
Найти угол между плоскостями 1α – 7432 =−+ zyx  и 2α – 

72 =−+− zyx . 
РЕШЕНИЕ: 
Угол между плоскостями 1α , 2α  вычисляется по формуле (5). 

Координаты вектора нормали плоскости 1α  равны { }4;3;2 − , координаты 
вектора нормали плоскости 2α  равны { }2;1;1 −− , т. е. 21 =A , 31 =B , 41 −=C , 

12 −=A , 12=B , 22 −=C . Подставим значения координат векторов нормали 
в формулу (5): 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

682,0
174
9

629
9

211432

241312cos
222222

≈=
⋅

=
−++−⋅−++

−⋅−+⋅+−⋅
=ϕ . 

ОТВЕТ: Угол между плоскостями 1α , 2α  равен °≈ 98,46ϕ . 
ПРИМЕР.  
Определить, при каком значении k плоскость 0353 =++− zkyx  

перпендикулярна плоскости 0523 =+++ zyx . 
РЕШЕНИЕ: 
Координаты вектора нормали первой плоскости { }2;7;31 =n , 

координаты вектора нормали второй плоскости { }kn ;1;12 −= . Подставим 
координаты векторов 1n , 2n  в условие перпендикулярности плоскостей 
(6): ( ) 021713 =⋅+−⋅+⋅ k . Следовательно, 2=k . 

ОТВЕТ: Плоскости 0353 =++− zkyx  и 0523 =+++ zyx  взаимно 
перпендикулярны при 2=k . 

ПРИМЕР.  
Составить уравнение плоскости 1α , проходящей через точку 

( )3;2;0K  параллельно плоскости 2α  – 0523 =+++ zyx . 
РЕШЕНИЕ: 
Так как плоскость 1α  параллельна плоскости 2α , то их нормальные 

векторы коллинеарны. Следовательно, вектор нормали плоскости 2α  
может иметь координаты { }2;3;1 . 

Воспользоваться общим уравнением плоскости (2): 
( ) ( ) ( ) 0322301 =−⋅+−⋅+−⋅ zyx ; 

01223 =−++ zyx . 
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ОТВЕТ: Уравнение плоскости, проходящей через точку K , 
параллельно плоскости 2α  имеет вид 01223 =−++ zyx . 

ПРИМЕР: 
Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )3;1;2 −M  

и параллельной векторам { }3;2;1=a  и { }5;0;4=b . 
РЕШЕНИЕ:  
Координаты вектора нормали плоскости α  можно найти из 

определения векторного произведения векторов. Векторное произведение 
двух векторов есть третий вектор, перпендикулярный к векторам-
сомножителям, следовательно, 

kjikji
kji

ban 8710
04
21

54
31

50
32

504
321 −+=⋅+⋅−⋅==×= . 

Подставить координаты вектора нормали и точки M  в общее 
уравнение плоскости (2): 

( ) ( ) ( ) 03817210 =−⋅−+⋅+−⋅ zyx ; 
0118710 =+−+ zyx . 

ОТВЕТ: Уравнение плоскости, проходящей через точку M  и 
параллельной векторам a  и b , имеет вид 0118710 =+−+ zyx . 

ПРИМЕР. 
Составить уравнение плоскости 2α , проходящей через точки 

( )1;4;2 −A  и ( )1;1;9B  и перпендикулярной плоскости 2α , заданной 
уравнением 0123 =+−+ zyx . 

РЕШЕНИЕ: 
На рисунке 13 схематично 

изображены плоскости 2α  и 2α . 
Чтобы составить уравнение 
плоскости 2α , необходимо найти 
координаты ее вектора нормали. 
Через точки A , B , принадлежащие 
плоскости 2α , проведем вектор AB . 
Из условий задачи следует, вектор 

1n  перпендикулярен вектору 
{ }2;3;7 −=AB . Следовательно, координаты вектора нормали 2n  можно 

найти из определения векторного произведения векторов ABnn ×= 12 : 

Рис. 13. Две взаимно перпендикулярные 
плоскости 

2α

2n

1α

1nA

B
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( ) ( )++⋅−−⋅=
−

⋅+
−

⋅−
−

−
⋅=

−
−=×= 14662

37
13

27
23

23
21

237
21312 jikji
kjj

ABnn

( ) kjik 1620479 −−−=−−⋅+ . Следовательно, ( )16;20;42 −−−=n .  
Воспользуемся общим уравнением плоскости (2). Координаты точки, 

принадлежащей данной плоскости, могут быть взяты как координаты 
точки A , так и координаты точки B . 

( ) ( ) ( ) 011642024 =+⋅−−⋅−−⋅− zyx ; 
01845 =−++ zyx . 

ОТВЕТ: Уравнение плоскости, проходящей через точки A , B , 
перпендикулярно плоскости 1α  и имеет вид 01845 =−++ zyx . 

 
3. УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ 

 
3.1. Формы записи уравнения прямой на плоскости 

 
Формы записи уравнения прямой на плоскости известны из школь-

ной программы. Перечислим основные из них. 
Общим уравнением линии (кривой) на плоскости Oxy  называется 

такое уравнение первой степени ( ) 0; =yxF  с двумя переменными, 
которому удовлетворяют координаты x , y  каждой точки линии и не 
удовлетворяют координаты любой точки, не лежащей на этой линии. 

Переменные x , y  называются текущими координатами точек 
линии. 

Простейшим примером линии является прямая. Общее уравнение 
прямой первой степени относительно x  и y  имеет вид: 

0=++ CByAx , 
где A , B , C  – действительные числа, такие что 022 >+ BA . 
Рассмотрим частные случаи общего уравнения прямой: 
1) 0=C , 0≠B . Уравнение прямой примет вид 0=+ ByAx  или 

x
B
Ay −=  (см. рис. 14, прямая АА1). Прямая проходит через начало 

координат; 
2) 0=B , 0≠A . Уравнение прямой примет вид 0=+CAx  или 

A
Cx −=  (см. рис. 14, прямая ВВ1). Прямая параллельна оси Oy  и 

перпендикулярна оси Ox ; 
3) 0=A , 0≠B . Уравнение прямой примет вид 0=+CBy  или 
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B
Cy −=  (см. рис. 14, прямая СС1). Прямая параллельна оси Ox  и 

перпендикулярна оси Oy ; 
4) 0=C , 0=B . Уравнение прямой примет вид 0=Ax  (см. рис. 14, 

прямая DD1). Прямая проходит вдоль оси Oy ; 
5) 0=C , 0=A . Уравнение прямой примет вид 0=By  (см. рис. 14, 

прямая ЕЕ1). Прямая проходит вдоль оси Ox ; 

6) 0≠B , 0≠A , 0≠C . Уравнение прямой примет вид 
B
Cx

B
Ay −−= . 

Если 
B
Сb −= , ( )

B
Atgk −== α , то уравнение прямой примет вид btgy += α  

или bkxy +=  – уравнение прямой с угловым коэффициентом, где число 
( )αtgk =  называется угловым коэффициентом прямой. Вывод данного 

уравнения легко получить из рисунка 14, он был рассмотрен в курсе 
школьной программы математики (точка M  – точка, принадлежащая 
прямой). 

• Уравнение прямой в отрезках (см. рис. 15) 
1=+

b
y

a
x , 

где a  – отрезок, отсекаемый прямой l  от оси Ox , 

Рис. 14. Частные случаи общего уравнения прямой: 
               АА1 – прямая проходит через начало координат; 
               ВВ1 – прямая параллельна оси Oy и перпендикулярна оси Ox; 
              СС1 – прямая параллельна оси Ox и перпендикулярна оси Oy; 
              DD1 – прямая проходит вдоль оси Oy; 
              ЕЕ1 – прямая проходит вдоль оси Ox 

E1E

A

1A

O
x

y

C 1C
B
C

−

D

1D

B

1B

A
C

−
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b  – отрезок, отсекаемый прямой l  от оси Oy . 
• Уравнение прямой l , проходящей через данную точку ( )000 ; yxM  в 

данном направлении (см. рис. 15) 

( )00 xxkyy −⋅+= . 
• Уравнение прямой l , проходящей через две точки ( )111 ; yxM  и 

( )222 ; yxM  (см. рис. 16) 

12

1

12

1

xx
xx

yy
yy

−
−

=
−
− . 

• Уравнение прямой l , проходящей через заданную точку ( )000 ; yxM  
перпендикулярно заданному вектору ( )BAn ;=  (см. рис. 16) 

( ) ( ) 000 =−⋅+−⋅ yyBxxA . 
• Полярное уравнение прямой (см. рис. 17) 

( ) pr =−⋅ αϕcos ,  

Рис. 15. Прямая на плоскости, заданная 
через угловой коэффициент 

O

y

x
α

b

( )yxM ;

x

by −
α

Рис. 16. Прямая на плоскости 

k

( )0;aA

( )111 ; yxM
y

x

b

O

a

( )bB ;0

( )222 ; yxM

( )000 ; yxM

( )BAn ;=

l
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где p  – расстояние от полюса O  до данной прямой; 
α – угол между полярной осью OP  и прямой l ; 
r  – полярный радиус; 
ϕ  – полярный угол. 

• Нормальное уравнение прямой (см. рис. 18) 
( ) ( ) 0sincos =−⋅+⋅ pyx αα , 

где α – угол между осью абсцисс и p . 

Угол между прямыми 1l  и 2l  (см. рис. 19). Условие параллельности и 
перпендикулярности двух прямых. 

Угол между двумя прямыми можно вычислить, зная их угловые 
коэффициенты 

( )
21

12

1 kk
kktg
⋅+

−
=ϕ , 

где 1k  – угловой коэффициент прямой 1l ; 
2k  – угловой коэффициент прямой 2l  

Условие параллельности двух прямых: 21 kk = . 
Условие перпендикулярности двух прямых: 121 −=⋅ kk . 
Расстояние от точки до прямой (см. рис. 20): 

22

33

BA

CByAx
d

+

++
= , 

где ( )11; yx  – координаты точки, от которой необходимо вычислить 
расстояние до прямой. 

Вид уравнения прямой, для которой вычисляют расстояние 
0=++ CByAx , 

где A , B  – константы. 

Рис. 17. Прямая на плоскости в полярной 
системе координат 

α
ϕ

r

p

P

l

O

Рис. 18. Прямая на плоскости, 
заданная нормальным уравнением 

x

p

O
α

l
y
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3.2. Уравнение прямой в пространстве. 
Уравнение прямой в векторной форме 

 
Положение прямой в 

пространстве можно задать 
точкой, принадлежащей 
прямой, и направляющим 
вектором. Направляющий 
вектор – это вектор, 
параллельный прямой. На 
рисунке 21 изображена пря-
мая l , положение которой 
можно задать точкой 

( )0000 ;; zyxM  и направляющим 
вектором { }pnms ,,= . 
Возьмем на прямой l  
произвольную точку 

( )zyxM ;;  и проведем вектор 
MM 0 , тогда его координаты { }000 ,, zzyyxx −−− . Так как прямая l  

параллельна направляющему вектору s , то векторы MM 0 , s  коллинеарны. 
Следовательно, для любого положения точки М справедливо равенство:  

.tsMM o ⋅=  
Это уравнение прямой в векторной форме, где t – параметр, 

зависящий от координат точки M . 

2l
1l

Рис. 19. Угол между двумя прямыми  
на плоскости 

O x

y

Рис. 20. Расстояние от точки 
до прямой 

l
y

x
O

( )333 ; yxM

x 

y 

z

O 
 
 

 
 
 

( )pnms ;;

( )zyxM ;;

( )0000 ;; zyxM

l

Рис. 21. Прямая l и направляющий вектор s 
в пространстве 
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3.3. Параметрическое и каноническое уравнение прямой 
 

Запишем уравнение прямой в векторной форме через координаты 
векторов 

( ) ( ) ( ) ( ) tkpjnimkzzjyyixx ⋅⋅+⋅+⋅=⋅−+⋅−+⋅− 000  
( ) ( ) ( ) kptjntimtkzzjyyixx ⋅+⋅+⋅=⋅−+⋅−+⋅− 000  

Равенство справедливо, когда равны левые и правые части. 
Следовательно, 









=−
=−
=−

ptzz
ntyy
mtxx

0

0

0

. Из этих уравнений следует 

(7)                                     








+=
+=
+=

ptzz
ntyy
mtxx

0

0

0

 – параметрическое уравнение прямой. 

И 















=
−

=
−

=
−

t
p

zz

t
n

yy

t
m

xx

0

0

0

. Исключая параметр t , получаем 

(8)                          
p

zz
n

yy
m

xx 000 −
=

−
=

−  – каноническое уравнение прямой. 

В этих уравнениях точка ( )0000 ;; zyxM  – фиксированная точка, 
принадлежащая прямой, и вектор { }pnms ;;=  – направляющий вектор 
прямой. Координаты вектора s  называются угловыми коэффициентами 
прямой. Если направляющий вектор единичный, то αcos=m , βcos=n , 

γcos=p , где α , β , γ  – углы, образованные вектором с осями Ox , Oy , 
Oz . 

Замечание. В каноническом уравнении прямой числа m , n , p  могут 
принимать любые значения, кроме одновременного равенства нулю. 

Если дано каноническое уравнение прямой, перпендикулярной оси 

Oy  – 
p

zzyy
m

xx 000

0
−

=
−

=
− , направляющий вектор которой ( )pms ,0,=  

перпендикулярен оси Oy , то параллельная вектору s  прямая 
перпендикулярна этой же оси Oy . А каноническое уравнение прямой 
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00
000 zz

n
yyxx −

=
−

=
−  перпендикулярно плоскости Oxz . 

ПРИМЕР.  
Записать уравнение прямой l , проходящей через точку ( )1;3;2 −A  

параллельно вектору { }1;7;3−=s , в параметрическом и каноническом виде. 
Определить, принадлежит ли точка ( )12;4;1 −−−B  прямой l . 

РЕШЕНИЕ: 
Используем уравнения прямой в параметрическом виде (7) и 

каноническом виде (8). По условию задачи 20 =x , 30 =y , 10 −=z , 3−=m , 
7=n , 1=p . Следовательно, уравнение прямой l  в параметрической форме 

записи имеет вид: 









+−=
+=
−=

tz
ty
tx

1
73
32

, 

в канонической форме записи имеет вид: 

1
1

7
3

3
2 +

=
−

=
−
− zyx . 

Если точка ( )12;4;1 −−−B  принадлежит прямой l , то при подстановке 
ее координат (вместо ( )zyx ;; ) в уравнение прямой должно получиться 
верное равенство. Проверить это условие.  

1
112

7
34

3
21 +−

≠
−−

≠
−
−− . Равенство не выполняется, следовательно, 

точка B  не принадлежит прямой l . 
ОТВЕТ: Уравнение прямой l , проходящей через точку A , в 

параметрической форме записи имеет вид 








+−=
+=
−=

tz
ty
tx

1
73
32

, в канонической 

форме записи имеет вид 
1

1
7

3
3
2 +

=
−

=
−
− zyx . Точка B  не принадлежит 

прямой l . 
ПРИМЕР.  
Составить параметрическое и каноническое уравнение прямой, 

проходящей через начало координат и точку ( )5;3;10 −−−M . 
РЕШЕНИЕ: 
Любую прямую можно провести через две точки. Прямая всегда 

параллельна направляющему вектору. Следовательно, координаты 
направляющего вектора совпадут с координатами вектора 

{ } { }5;3;105;03;010 −−−=−−−−−−=OM . 
Подставить исходные данные в уравнение (7), тогда уравнение 
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прямой в параметрической форме записи будет иметь вид 









−−=
−−=
−−=

tz
ty

tx

55
33

1
. 

В канонической форме записи (8) уравнение прямой будет имеет вид 
( ) ( ) ( )

5
5

3
3

1
1

−
−−

=
−
−−

=
−
−− zyx  или 

5
5

3
3

1
1

−
+

=
−
+

=
−
+ zyx . 

ОТВЕТ: Уравнение прямой, проходящей через начало координат и 

точку 0M , в канонической форме записи имеет вид 
5
5

3
3

1
1

−
+

=
−
+

=
−
+ zyx , в 

параметрической форме записи имеет вид 








−−=
−−=
−−=

tz
ty

tx

55
33

1
. 

ПРИМЕР.  
Составить уравнение прямой 3l  в параметрическом виде, 

проходящей через точку ( )4;3;10 −M  перпендикулярно прямым 1l  и 2l . 

Уравнение прямой 1l  имеет вид 
2
3

4
2

3
1

−
−

=
+

=
− zyx , уравнение прямой 2l  

имеет вид 








−=
+−=

−=

tz
ty

tx

76
23

72
. 

РЕШЕНИЕ: 
Из условий задачи следует: направляющий вектор прямой 1l  имеет 

координаты { }2;4;3 − , направляющий вектор прямой 2l  имеет координаты 
{ }7;2;7 −− . 

Так как прямая 3l  перпендикулярна прямым 1l  и 2l , то ее 
направляющий вектор можно вычислить из определения векторного 
произведения векторов. 

( ) −+−⋅=
−

⋅+
−−
−

⋅−
−
−

⋅=
−−
−=×= 428

27
43

77
23

72
24

727
243213 ikji

kji
sss  

( ) ( ) kjikj 3435242861421 ++−=+⋅+−−⋅− . 
Тогда уравнение прямой 3l , проходящей через точку ( )4;3;10 −M  

параллельно вектору { }34;35;243 −=s , имеет вид 








+=
+=
−−=

tz
ty
tx

344
353
241

. 
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ОТВЕТ: Уравнение прямой, проходящей через точку 0M  

перпендикулярно прямым 1l , 2l , имеет вид  








+=
+=
−−=

tz
ty
tx

344
353
241

. 

 
3.4. Уравнение прямой, проходящей через две точки 

 
Рассмотрим прямую l  (см. рис. 22) в пространстве, проходящую че-

рез точки ( )1111 ;; zyxM  и ( )2222 ;; zyxM  с направляющим вектором s , равным 
вектору { }12121221 ;; zzyyxxMM −−−= . Тогда координаты вектора s  равны: 

12 xxm −= , 12 yyn −= , 12 zzp −= . Каноническое уравнение прямой для 

точки 1M  имеет вид 
p

zz
n

yy
m

xx 111 −
=

−
=

− , подставить в это уравнение 

координаты направляющего вектора, тогда 

12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
− .                      (9) 

Это каноническое уравнение прямой, проходящей через две точки в 
пространстве. 

ПРИМЕР.  
Найти уравнение прямой в пространстве, проходящей через точки 

( )6;4;2A  и ( )3;0;1 −−B . 
РЕШЕНИЕ: 
Воспользуемся уравнением прямой, проходящей через две точки (9). 

Координаты точки A  – это координаты точки ( )111 ;; zyx , координаты точки 
B  – это координаты точки ( )222 ;; zyx . Подставить координаты точек A , B  
в исходное уравнение 

x 

y 

z

s

O 
 
 

 
 
 

( )2222 ;; zyxM

( )1111 ;; zyxM

l

Рис. 22. Прямая l и направляющий 
вектор s в пространстве 
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63
6

40
4

21
2

−−
−

=
−
−

=
−−
− zyx  или 

9
6

4
4

3
2

−
−

=
−
−

=
−
− zyx . 

ОТВЕТ: Уравнение прямой, проходящей через точки A , B , имеет 

вид 
9
6

4
4

3
2

−
−

=
−
−

=
−
− zyx . 

 
3.5. Общее уравнение прямой в пространстве 

 
Прямую в пространстве можно задать как линию пересечения двух 

непараллельных плоскостей (см. рис. 23). 





=+++
=+++

0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

 – общее 

уравнение прямой, 
где плоскость α  задана 

уравнением 01111 =+++ DzCyBxA  и 
нормальным вектором { }1111 ;; CBAn = , 
плоскость β  задана уравнением 

02222 =+++ DzCyBxA  и нормальным 
вектором { }222 ;; CBAn =  

Так как прямая l перпендикулярна 
векторам 1n  и 2n , то из определения 
векторного произведения векторов 
следует, 21 nns ×=  или  

222

11121

CBA
CBA
kji

nns =×= .               (10) 

ПРИМЕР.  
Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=++
=+++
0467

0532
zy

zyx
, и точку ( )6;2;3−A . 

РЕШЕНИЕ: 
Из условий задачи следует { }3;1;21 =n , { }6;7;02 =n . Координаты 

направляющего вектора можно вычислить по формуле (10). 

kjikji
kji

nns 141215
70
12

60
32

67
31

670
31221 +−−=⋅+⋅−⋅==×= . 

Запишем уравнение прямой, проходящей через точку 

l

1α

1n

2α

2n

s

Рис. 23. Прямая l в пространстве, 
заданная как линия пересечения 
двух непараллельных плоскостей 
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( )6;2;3−A параллельно вектору { }14;12;15 −−=s , в параметрическом или 

каноническом виде: 
14

6
12

2
15

3 −
=

−
−

=
−
+ zyx . 

ОТВЕТ: Уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей и точку A , имеет вид 
14

6
12

2
15

3 −
=

−
−

=
−
+ zyx . 

 
3.6. Угол между двумя прямыми. 

Условия параллельности и перпендикулярности прямых 
 

Углом между двумя прямыми в пространстве называется любой из 
углов, образованных двумя прямыми. 

Рассмотрим две пересекающиеся в пространстве прямые 1l , 2l  
(см. рис. 24) и соответствующие им 
направляющие векторы { }1111 ;; pnms = , 

{ }2222 ;; pnms = . Так как прямые параллельны 
своим направляющим векторам, то угол 
между прямыми 1l , 2l  – это угол между их 
направляющими векторами 1s , 2s . 

Из определения скалярного 
произведения векторов следует: 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21cos
pnmpnm

ppnnmm
ss
ss

++⋅++
⋅+⋅+⋅

=
⋅
⋅

=φ .  (11) 

Если прямые 1l , 2l  параллельны, то коллинеарны их направляющие 
векторы и пропорциональны координаты векторов 

λ===
2

1

2

1

2

1

p
p

n
n

m
m .   (12) 

Если прямые 1l , 2l  перпендикулярны, то перпендикулярны их 
направляющие векторы, т. е. 090=ϕ , следовательно, 

0212121 =⋅+⋅+⋅ ppnnmm .   (13) 
ПРИМЕР.  

Вычислить угол между двумя прямыми 
14

6
12

2
15

3 −
=

−
−

=
−
+ zyx  и 









+=
+=
−−=

tz
ty
tx

344
353
241

и ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

прямые. 

Рис. 24. Пересечение прямых 
 l1 и l2 в пространстве 

1l

2l

ϕ
1s

2s
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РЕШЕНИЕ: 
Из условий задачи следует: координаты первого направляющего 

вектора равны { }14;12;15 −− , координаты второго направляющего вектора 
равны { }34;35;24− . Угол между двумя прямыми в пространстве вычислим, 
используя формулу (11). Подставим координаты направляющих векторов в 
формулу ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3218,0

343524141215

341435122415cos
222222
≈

++−⋅+−+−

⋅+⋅−−⋅−
=φ . 

ОТВЕТ: °≈ 23,71φ . Следовательно, прямые не параллельны и не 
перпендикулярны. 

ПРИМЕР.  

Доказать, что прямые 
2

5
6

1
5

2 −
=

−
=

+ zyx  и 
4

7
3
6

2
−

=
−
+

=
zyx  

перпендикулярны. 
РЕШЕНИЕ: 
Две прямые перпендикулярны тогда, когда угол между ними равен 

090 , выполняется соотношение (13). 
Из условий задачи следует: координаты направляющего вектора 

первой прямой { }2;6;51 =s , координаты направляющего вектора второй 
прямой { }4;3;22 −=s . Подставить их в условие (13) 

( ) 0423625 =⋅+−⋅+⋅ ; 
081810 =+− ; 

00 = . 
Равенство выполняется, следовательно, прямые перпендикулярны. 

ОТВЕТ: Прямые 
2

5
6

1
5

2 −
=

−
=

+ zyx , 
4

7
3
6

2
−

=
−
+

=
zyx  

перпендикулярны. 
 
3.7. Условие принадлежности двух прямых одной плоскости 
 
Даны две прямые l1 и l2 (см. рис. 25), заданные каноническими 

уравнениями 
1

1

1

1

1

1

p
zz

n
yy

m
xx −

=
−

=
− , 

2

2

2

2

2

2

p
zz

n
yy

m
xx −

=
−

=
− . Прямым 

соответствуют направляющие векторы { }1111 ;; pnms =  и { }2222 ;; pnms =  
соответственно (см. рис. 23). Пусть прямая l1 проходит через точку 

( )1111 ;; zyxM , прямая l2 проходит через точку ( )2222 ;; zyxM . Проведем 
радиус-векторы из точки O  в точку 1M  ( 1r ) и из точки O  в точку 2M  ( 2r ), 
тогда, по правилу разности векторов, { }1212122112 ;; zzyyxxMMrr −−−==− . 
Прямые l1 и l2 лежат в одной плоскости, если векторы 21MM , 1s , 2s ,  
компланарны, т. е. их смешанное произведение равно нулю 
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( ) 0

222

111

121212

2121 =
−−−

=⋅×
pnm
pnm

zzyyxx
ssMM . (14) 

ПРИМЕР. 

Проверить, принадлежат прямые 
2

5
6

1
5

2 −
=

−
=

+ zyx , 

4
7

3
6

2
−

=
−
+

=
zyx  одной плоскости или нет. 

РЕШЕНИЕ: 
Две прямые принадлежат одной плоскости, если выполняется 

условие (14). Из условий задачи следует: направляющий вектор первой 
прямой имеет координаты { }2;6;51 =s , точка, принадлежащая прямой, 
имеет координаты ( )5;1;2− . Направляющий вектор второй прямой имеет 
координаты { }4;3;22 −=s , точка, принадлежащая второй прямой, имеет 
координаты ( )7;6;0 − . Подставить координаты направляющих векторов и 
точек в условие (14) и провести вычисления.  

( )
0118

432
265
272

432
265

571620
≠=

−

−
=

−

−−−−−
. 

Определитель не равен нулю, следовательно, прямые не принадле-
жат одной плоскости. 

ОТВЕТ: Прямые  
2

5
6

1
5

2 −
=

−
=

+ zyx , 
4

7
3
6

2
−

=
−
+

=
zyx  не принад-

лежат одной плоскости. 
 

3.8. Расстояние между двумя точками в пространстве 
 

В пространстве Oxyz  даны две точки ( )1111 ;; zyxM  и ( )2222 ;; zyxM  

1r
2r

12 rr −

Рис. 25. Прямые l1 и l2,  
лежащие в одной плоскости 

z

y 

x 

O 
 
 

 
 
 

( )2222 ;; zyxM

( )1111 ;; zyxM
1l

1s

2s
2l
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(см. рис. 26). Необходимо вычислить расстояние между ними. 
 

Построим радиус-вектор 1r , соединив начало координат с точкой 

1M , и радиус-вектор 2r , соединив начало координат с точкой 2M . Тогда по 
правилу разности векторов { }12121212 ;; zzyyxxrr −−−=− , а длина вектора 
равна 

( ) ( ) ( )2
12

2
12

2
1212 zzyyxxrr −+−+−=− .  (15) 

По этой формуле вычисляется расстояние между точками 1M  и 2M  в 
пространстве. 

ПРИМЕР.  
Вычислить расстояние между точками ( )5;1;2−A  и ( )7;6;0 −B  в про-

странстве 
РЕШЕНИЕ: 
Используя формулу (15), вычислим расстояние между точками A  и 

B . 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 55,757272571620 222222 ≈=+−+=−+−−+−−=AB  ед. 

ОТВЕТ: Расстояние между точками A  и B  в пространстве прибли-
зительно равно 55,7  ед. 

 
3.9. Деление отрезка в заданном соотношении 

 
Пусть дан отрезок 21MM , концы которого имеют координаты 

( )1111 ;; zyxM , и точка ( )2222 ;; zyxM . Необходимо найти соотношение, позво-
ляющее делить отрезок в заданном соотношении λ  и вычислять координа-
ты точки деления – точки ( )zyxM ;;  (см. рис. 27). 

Необходимо построить векторы MM1 , 21MM  и вычислить их коор-
динаты. 

 

Рис. 26. Расстояние между двумя точками  
в пространстве 

( )2222 ;; zyxM

( )1111 ;; zyxM

z

y 

x 

O 
 
 

 
 
 

1r

2r

12 rr −
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( ) ( ) ( ) kzzjyyixxMM ⋅−+⋅−+⋅−= 1111 , 
( ) ( ) ( ) kzzjyyixxMM ⋅−+⋅−+⋅−= 12121221 . 

Векторы MM1 , 21MM  лежат на одном отрезке, значит, между коор-
динатами векторов существует соотношение 211 MMMM λ= . Подставляем 
координаты векторов в соотношение: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )kzzjyyixxkzzjyyixx ⋅−+⋅−+⋅−⋅=⋅−+⋅−+⋅− 121212111 λ .  

Равенство справедливо, когда левая часть равна правой, т. е. 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )zzzz

yyyy
xxxx

−⋅=−
−⋅=−
−⋅=−

21

21

21

λ
λ
λ

, следовательно,  

λ
λ

+
+

=
1

21 xxx ; 
λ
λ

+
+

=
1

21 yyy ; 
λ
λ

+
+

=
1

21 zzz .                        (16) 

Это формулы деления отрезка в соотношении λ . 
Если отрезок необходимо поделить пополам, то 1=λ . 
ПРИМЕР.  
Найти координаты точек, делящих отрезок AB  пополам и в соотно-

шении 1:9, если концы отрезка имеют координаты ( )5;1;2−A , ( )7;6;0 −B . 
РЕШЕНИЕ: 
Координаты точек, делящих отрезок в заданном соотношении, вы-

числяются по формулам (16). 
Из условий задач следует: 21 −=x , 11 =y , 51 =z , 02 =x , 62 −=y , 

72 =z . При делении отрезка пополам 1=λ , при делении отрезка в соот-
ношении 1:9 9=λ . 

Вычислим координаты точки, делящей отрезок пополам ( 1=λ ): 

2
1
2

11
012

−=
−

=
+

⋅+−
=x ;  

( ) 5,2
2
5

2
61

11
611

−=
−

=
−

=
+
−⋅+

=y ; 

( )zyxM ;;

Рис. 27. Точки M, M1 и M2 в пространстве 

z

y 

x 

O 
 
 

 
 
 

( )2222 ;; zyxM

( )1111 ;; zyxM
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6
2

12
2

75
11
715

==
+

=
+
⋅+

=z . 

Вычислить координаты точки, делящей отрезок в соотношении 1:9. 
2,0

10
2

91
092

3 −=
−

=
+

⋅+−
=x ; 

( ) 3,5
10
53

91
691

3 −=
−

=
+
−⋅+

=y ; 

8,6
10
68

91
795

3 ==
+
⋅+

=z . 

ОТВЕТ: Координаты точки, делящей отрезок AB  пополам, – 
( )6;5,2;2 −− , координаты точки, делящей отрезок AB  в соотношении 1:9, – 
( )8,6;3.5;2,0 −− . 

 
3.10. Расстояние от точки до прямой 

 
Пусть дана прямая l , заданная каноническим уравнением 

p
zz

n
yy

m
xx 000 −

=
−

=
− , точка ( )0000 ; zyxМ , принадлежащая прямой l , 

направляющий вектор прямой { }pnms ;;=  и точка ( )zyxМ ;; , не лежащая на 
прямой l  (см. рис. 28). Необходимо вычислить расстояние от точки М  до 
прямой l . Это расстояние является длиной перпендикуляра, опущенного 
из данной точки на прямую ( d ). 

Проведем вектор MM 0 , соединяющий точки 0М , М , и вычислим его 
координаты kzzjyyixxMM ⋅−+⋅−+⋅−= )()()( 0000 . Опустим перпендикуляр из 
точки М  на прямую l . По свойству проекции расстояние d  – это проекция 
вектора MM 0  на направляющий вектор, тогда 

222
0000

0

)()()(
pnm

zzpnyymxx
s

MMs
MMпрd

s ++
−⋅+⋅−+⋅−

=
⋅

==   

222
000 )()()(

pnm
zzpnyymxxd

++
−⋅+⋅−+⋅−

=   

Рис. 28. Точки M0, M в пространстве 

z

y 

x 

O 
 
 

 
 
 

( )0000 ;; zyxM

( )zyxM ;;

l
s

d
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4. ПРЯМАЯ И ПЛОСКОСТЬ В ПРОСТРАНСТВЕ 
 

4.1. Угол между прямой и плоскостью 
 

Углом между прямой и плоскостью называется любой угол из двух 
смежных углов (см. рис. 29а), образованных прямой и ее проекцией на 
плоскость. 

Пусть задана плоскость α  общим уравнением 0=+++ DCzByAx  с 
нормальным вектором { }CBAn ;;=  и прямая l  каноническим уравнением 

p
zz

n
yy

m
xx 000 −

=
−

=
−  с направляющим вектором { }pnms ;;= . Обозначим ϕ  

угол между прямой l  и плоскостью α , а θ  – угол между векторами 
{ }CBAn ;;=  и { }pnms ;;= . Тогда из определения скалярного произведения 

векторов следует, ( )
sn
sn
⋅

⋅
=θcos . Или в координатной форме 

( )
222222

cos
pnmCBA

pCnBmA
++⋅++

⋅+⋅+⋅
=θ . 

Если угол 
2
πϕ ≤ , то ϕθπθ sin

2
sincos =






 −= . И если 0sin ≥ϕ , то 

 

222222
sin

pnmCBA
CpBnAm

++⋅++

++
=ϕ .              (17) 

Условие параллельности прямой и плоскости. 
Если прямая и плоскость параллельны (см. рис. 29б), то векторы 

ns ⊥ , следовательно, 0=⋅+⋅+⋅ pCnBmA . 

Рис. 29. Угол между прямой и плоскостью в пространстве: 
                       а – угол между прямой и плоскостью тупой или острый; 
                       б – угол между прямой и плоскостью прямой; 
                       в – угол между прямой и плоскостью 00, 1800 или 3600 

вa

ϕ
n lα

sθ

s

n

l

α

l

α
n

s

б
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Условие перпендикулярности прямой и плоскости. 
Если прямая и плоскость перпендикулярны (см. рис. 29в), то векторы 

s , n  коллинеарны. Следовательно, λ===
p
B

n
B

m
A . 

ПРИМЕР.  

Вычислить угол между прямой 
6

5
4

1
2

2 −
=

−
=

+ zyx  и плоскостью 

0135 =−+− zyx . 
РЕШЕНИЕ:  
Угол между прямой и плоскостью можно вычислить по формуле 

(17). Из условия задачи следует 2=m , 4=n , 6=p , 1=A , 5−=B , 3=C . 
Подставим эти значения в формулу (17) и вычислим угол между прямой и 
плоскостью. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

642351

634521
sin

222222
=

++⋅+−+

⋅+⋅−⋅
=ϕ . Следовательно, 

( ) ( ) 00arcsinarcsin 0 === ϕϕ . 
ОТВЕТ: Угол между прямой и плоскостью 00 . Прямая и плоскость 

параллельны. 
ПРИМЕР.  
Составить уравнение прямой, перпендикулярной плоскости α , 

заданной уравнением 0135 =−+− zyx . Точка пересечения прямой и 
плоскости имеет координаты ( )5;1;2−A . 

РЕШЕНИЕ: 
Так как прямая и плоскость перпендикулярны, то направляющий 

вектор прямой и вектор нормали плоскости коллинеарны. В частном 
случае они могут совпадать. Следовательно, координаты направляющего 
вектора совпадают с координатами вектора нормали и равны ( )3;5;1 − . 

Запишем уравнение прямой, проходящей через точку A , в 
параметрическом виде: 









+=
−=
+−=

tz
ty
tx

35
51

2
. 

ОТВЕТ: Уравнение прямой, проходящей через току A , 
перпендикулярно плоскости α  в параметрической форме записи имеет вид 









+=
−=
+−=

tz
ty
tx

35
51

2
. 
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4.2. Пересечение прямой с плоскостью.  
Условие принадлежности прямой плоскости 

 

Дано уравнение прямой l  в параметрическом виде 








⋅+=
⋅+=
⋅+=

ypzz
tnyy
tmxx

0

0

0

 с 

направляющим вектором { }pnms ;;=  и плоскость α , заданная общим 
уравнением плоскости 0=+++ DCzByAx  и вектором нормали 

{ }CBAn ;;= . Необходимо найти точку пересечения прямой l  с плоскостью 
α . 

В точке пересечения прямой и плоскости их координаты совпадают. 
Следовательно, в уравнение плоскости вместо x , y , z  можно подставить 
данные координаты прямой: 

( ) ( ) ( ) 0000 =++⋅++⋅++⋅ DptzCntyBmtxA    (*) 
Выразим из уравнения параметр t : 

pCnBmA
DzCyBxAt ooo

⋅+⋅+⋅
+⋅+⋅+⋅

−= . 

Подставляя параметр t  в уравнение прямой, вычисляются 
координаты точки пересечения прямой с плоскостью. 

Если прямая и плоскость параллельны, т. е. не пересекаются, то 
0=⋅+⋅+⋅ pCnBmA . Следовательно, уравнение (*) решения не имеет. 

Если 0=+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA ooo , то любая точка прямой является 
точкой пересечения прямой с плоскостью, т. е. прямая лежит в плоскости. 

Условие принадлежности прямой плоскости: 





=+⋅+⋅+⋅
=⋅+⋅+⋅

0
0

DzCyBxA
pCnBmA

ooo

. 

 
5. КРИВЫЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА НА ПЛОСКОСТИ 

 
Линии, определяемые алгебраическими уравнениями второй степени 

относительно переменных, называются кривыми второго порядка. 
0222 22 =+++++ FEyDxCyBxyAx ,  

где A , B , C  – действительные числа, хотя бы одно из чисел A , B , 
C  не равно нулю, x , y – переменные. 

Общее уравнение второго порядка определяет на плоскости 
(исключая случаи вырождения и распадения) окружность, эллипс, 
гипербола, парабола. Если CA = , то общее уравнение второго порядка 
теряет смысл. Рассмотрим уравнения второго порядка. 
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1. Окружность. 
Окружностью радиуса R  с центром в точке 0M  называется 

множество всех точек M  плоскости, удовлетворяющих условию RMM =0  
(см. рис. 30). 

Рассмотрим декартову систему 
координат Oxy , в ней точку ( )000 ; yxM  и точку 

( )yxM ;  – точку, лежащую на окружности. 
Расстояние от точки 0M  до точки M  
обозначим R , RMM =0  или в координатной 
форме  

2
0

2
00 )()( yyxxRMM −+−== ; 

22
0

2
0 )()( Ryyxx =−+− .               (18) 

Это каноническое уравнение 
окружности c центром в точке 0M . 

Это уравнение – частный случай кривой второго порядка, в которой 
CA = , отсутствует слагаемое, содержащее произведение переменных. 

Замечание. 
Если центр окружности совпадает с началом координат, то 

каноническое уравнение окружности имеет вид 222 Ryx =+ . 
ПРИМЕР.  
Записать уравнение окружности, центр которой смещен 

относительно начала координат на 7 единиц по оси абсцисс и на 4 единицы 
относительно оси ординат, точка ( )4;2  лежит на окружности. 

РЕШЕНИЕ: 
Из условий задач следует: центр окружности расположен в точке 

( )4;7 . Подставим координаты точки, лежащей на окружности, и центра 
окружности в формулу (18) и вычислим радиус окружности 

5)44()72( 22 =−+−=R . Тогда уравнение окружности в канонической 
форме записи имеет вид: 

222 5)4()2( =−+− yx . 
ОТВЕТ: Каноническое уравнение окружности с центром в точке 

( )4;7  имеет вид 222 5)4()2( =−+− yx . 
2. Эллипс. 
Эллипсом (см. рис. 31) называется множество всех точек плоскости, 

сумма расстояний от каждой из которых до двух данных точек этой 
плоскости, называемых фокусами ( 1F , 2F ), есть величина постоянная, 
большая, чем расстояние между фокусами. 

 
 

( )yxM ;

( )000 ; yxM

R

O
x

y

Рис. 30. Окружность  
на координатной плоскости 
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Рассмотрим декартову систему координат Oxy . Фокусы обозначим 

1F  и 2F , расстояние между ними c2 . Пусть фокусы лежат на оси Ox , 
начало координат совпадает с серединой отрезка ( )0;1 cF −  и ( )0;2 cF , сумма 
расстояний от произвольной точки эллипса ( )yxM ;  до фокусов равна a2 . 
Из определения эллипса следует aMFMF 221 =+  или в координатной 

форме aycxycx 2)()( 2222 =+−+++ , следовательно, 122

2

2

2

=
−

+
ca

y
a
x . 

Произведем замену 222 bca =− , тогда 

12

2

2

2

=+
b
y

a
x  – каноническое уравнение эллипса, 

axa ≤≤− , byb ≤≤− . 
Точка ( )0;0О  называется центром эллипса. Точки ( )0;1 aA , ( )0;2 aA −  –  

точки, в которых ось Ox  пересекает эллипс, называются вершинами 
эллипса. Точки ( )bB ;01 , ( )bB −;02  –  точки, в которых ось Oy  пересекает 
эллипс, также называются вершинами эллипса. Длина a2  называется 
большой полуосью эллипса, длина b2  называется малой полуосью эллипса. 

Форма эллипса зависит от соотношения 
a
b . Если ba = , то в частном 

случае получается уравнение окружности. 

Отношение 
a
c  половины расстояния между фокусами к половине 

расстояния большой полуоси эллипса называется эксцентриситетом 

эллипса 
222

1 





−=

−
==

a
b

a
ba

a
cε , 10 << ε . 

( )0;2 cF( )0;1 cF −

y

Рис. 31. Эллипс 

1r 2r

c2
( )bB −;02

( )bB ;01

( )0;2 aA − ( )0;1 aA

( )yxM ;

ε
ax =

x
O

ε
ax −=

d
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Длины отрезков 11 rMF =  и 22 rMF =  называют фокальными 
радиусами точки M . 

arr 221 =+ , следовательно, xar ε+=1 , xar ε−=2 . 

Прямые 
ε
ax ±=  называются директрисами эллипса. 

Теорема 
Если r  – расстояние от произвольной точки эллипса до какого-
нибудь фокуса, d  – расстояние от этой же точки до 

соответствующей этому фокусу директрисы, то отношение 
d
r  есть 

постоянная величина, равная эксцентриситету эллипса 
d
r

=ε . 

Если центр эллипса находится в точке ( )000 ; yxM , а оси эллипса 
параллельны осям координат, то уравнение эллипса имеет вид 
( ) ( ) 12

0
2

2
0 =

−
+

−
b

yy
a

xx  или ( ) ( ) 12
0

2

2
0 =

−
+

−
a

yy
b

xx  (см. рис. 32). 

3. Гипербола. 
Гиперболой (см. рис. 33) называют множество всех точек плоскости, 

модуль разности расстояний от каждой из которых до двух данных точек 
этой плоскости, называемых фокусами, есть величина постоянная, 
меньшая, чем расстояние между фокусами. 

Пусть 1F , 2F  – фокусы, расстояние между ними cFF 221 = , модуль 
разности расстояний от каждой точки гиперболы до фокусов aAA 221 = .  

По определению гиперболы aMFMF 221 =−  или aMFMF 221 ±=− . В 

координатной форме ( ) ( ) aycxycx 22222 ±=+−−++  или 

122

2

2

2

=
−

−
ac

y
a
x , произведем замену 222 acb −= , тогда 

( )000 ; yxM

0x

0y

x

y

O

a

b

Рис. 32. Эллипс, смещенный 
относительно начала координат 
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12

2

2

2

=−
b
y

a
x  – каноническое уравнение гиперболы. 

 
Каноническое уравнение гиперболы является линией второго порядка. 

Так как переменные x , y  имеют четные степени, то  график гиперболы 
симметричен относительно осей Ox , Oy  и точки ( )0;0O  –  центр 
гиперболы. Точки пересечения гиперболы с осью Ox  ( ( )0;1 aA , ( )0;2 aA − ) 
называются вершинами гиперболы. Ось Oy  гиперболу не пересекает 
никогда. Отрезок aAA 221 =  называется действительной осью гиперболы, 
отрезок aOAOA == 21  называется действительной полуосью гиперболы. 
Отрезок bBB 221 =  называется мнимой осью гиперболы. Отрезок 

bOBOB == 21  называется мнимой полуосью гиперболы. Прямоугольник со 
сторонами a2 , b2  называется основным прямоугольником гиперболы. 

Из канонического уравнения гиперболы следует: 
1. ax ≥ , т. е. точки гиперболы расположены справа от прямой ax = –   

правая ветвь гиперболы и слева от прямой ax −=  –  левая ветвь 
гиперболы. 

2. Если x  возрастает, то y  возрастает, т. е. 
2

2

2

2

b
y

a
x

−  постоянное  

значение, равное единице. 

Гипербола имеет две асимптоты x
a
by =  и x

a
by −= . 

Эксцентриситетом гиперболы называется отношение между 

Рис. 33. Гипербола 

x
O

y

( )0;1 cF − ( )0;2 cF

x
a
by =

ax −= ax =

( )0;2 aA − ( )0;1 aA

( )bB ;01

( )bB −;02

( )yx;М

x
a
by −=
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фокусами к величине действительной оси гиперболы. 
Математическое обозначение ε . 

a
c

=ε . 

Прямые 
ε
ax ±=  называются директрисами гиперболы. 

Расстояния ( ) 22
1 ycxr ++= , ( ) 22

2 ycxr +−=  называют фокальными 
радиусами. Для правой ветви гиперболы axr += ε1 , axr −= ε2 , для левой 
ветви гиперболы ( )axr +−= ε1 , ( )axr −−= ε2 . 

Гипербола называется равносторонней, если ее полуоси равны. 

Гиперболы 12

2

2

2

=−
b
y

a
x , 12

2

2

2

=−
a
x

b
y  называются сопряженными 

гиперболами. На рисунке 30 они изображены «толстыми» кривыми. 
Если центр гиперболы находится в точке ( )000 ; yxM , а оси гиперболы 

параллельны осям координат, то каноническое уравнение гиперболы имеет 

вид ( ) ( ) 12

2
0

2

2
0 =

−
−

−
b

yy
a

xx  или ( ) ( ) 12

2
0

2

2
0 =

−
−

−
b

xx
a

yy . 

3. Парабола. 
Параболой (см. рис. 34) называется множество всех точек плоскости, 

каждая из которых равноудалена от заданной точки, называемой фокусом, 
и заданной прямой, называемой директрисой. 

Расстояние от фокуса F  до директрисы называется параметром 
параболы. Математическое обозначение p . 0>p . 

pxy 22 =  –  каноническое уравнение параболы. 
В каноническом уравнении параболы переменная y  имеет четную 

степень, значит, парабола симметрична относительно оси Ox . Ось Ox  
является осью симметрии параболы. Так как 0>p , то из канонического 
уравнения параболы следует 0≥x . При неограниченном возрастании 
переменной x  y  также неограниченно возрастает. Точка ( )0;0O  
называется вершиной параболы, отрезок rFM =  называется фокальным 
радиусом точки M . 
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Уравнения pxy 22 −= , pyx 22 = , pyx 22 −=  являются уравнениями 
параболы на плоскости (см. рис. 35). 

Если вершина параболы лежит в точке ( )000 ; yxM , то канонические 
уравнения параболы имеют вид: 

( ) ( )0
2

0 2 xxpyy −⋅=− ; 
( ) ( )0

2
0 2 xxpyy −⋅−=− ; 

( ) ( )0
2

0 2 yypxx −⋅=− ; 
( ) ( )0

2
0 2 yypxx −⋅−=− . 

 
6. ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

 
6.1. Цилиндрические поверхности второго порядка 

 
Поверхность, образованная движением прямой l , которая 

перемещается в пространстве, сохраняя постоянное направление и 

y

M









2
;0 pF

y

r

O x

2
px −=

Рис. 34. Парабола 

O 

y

pxy 22 −=







− 0;

2
pF

x 

2
px =

Рис. 35. Виды уравнения параболы на плоскости 

x

2
py −=

pyx 22 =









2
;0 pF

py x 2 2 − = 

O
x

y

2
py =







 −

2
;0 pF
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пересекая каждый раз некоторую кривую k , называется цилиндрической 
поверхностью. Кривая k  называется направляющей цилиндра, прямая l  
называется образующей цилиндра (см. рис. 36). 

Поверхности, составленные из прямых 
линий, называются линейчатыми. 

Теорема 
Уравнение цилиндра, образующие 
которого параллельны оси Oz , имеет 
вид ( ) 0; =yxF . 
Если уравнение цилиндра имеет вид 

( ) 0; =zxF , то образующие цилиндра 
параллельны оси Oy . Если уравнение 
цилиндра имеет вид ( ) 0; =zyF , то образующие 
цилиндра параллельны оси Ox . Название 
цилиндра определяется названием 
направляющей. 

Цилиндр называется эллиптическим, если направляющей в 
пространстве является эллипс. 

Цилиндр называется круговым, если направляющей в пространстве 
является окружность. 

Цилиндр называется параболическим, если направляющей в 
пространстве является парабола. 

Цилиндр называется гиперболическим, если направляющей в 
пространстве является гипербола. 

Примеры цилиндров второго порядка приведены на рисунках 37, 38. 
 
 

 

l

l

x

yO

z

a
b

x
y

z

O

Рис. 37. Цилиндрические поверхности второго порядка: 
                                         а – эллиптический цилиндр; 
                                         б – параболический цилиндр 

a
б 

l

k

Рис. 36. Цилиндрическая 
поверхность в пространстве 
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6.2. Поверхности вращения. Конические поверхности 

 
Поверхность, образованная вращением плоской кривой вокруг оси, 

лежащей в ее плоскости, называется поверхностью вращения (см. рис. 39). 
Поверхность, образованная прямыми линиями, проходящими через 
данную точку P  и пересекающими данную плоскую линию l  (не 
проходящую через точку P ), называется конической поверхностью. Линия 
l  называется направляющей конуса, точка P  – ее вершиной. Прямая, 
описывающая поверхность, называется образующей.  

Если прямая l  лежит в плоскости 
Oyz , то уравнение кривой имеет вид 

( )




=
=

0
0;

x
zyF

, а уравнение поверхности, 

образованной вращением кривой l  
вокруг оси Oz , имеет вид 
( ) 0;22 =+± zyxF . Если кривая l  

вращается вокруг оси Oy , то 
уравнение поверхности вращения 
имеет вид ( ) 0; 22 =+± zxyF . Если 
кривая l  вращается вокруг оси Ox , то 
уравнение поверхности вращения 
имеет вид ( ) 0; 22 =+± zyxF . 

O
x

y

z

l 

Рис. 38. Гиперболический цилиндр 

P
O

x

y

z

l

Рис. 39. Коническая поверхность 
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6.3. Канонические уравнения поверхностей второго порядка 
 
Рассмотрим алгебраические поверхности второго порядка. 
Алгебраическим уравнением поверхности второй степени 

называется уравнение вида 
0222 =+++++++++ LKzHyGxFzxEyzDxyCzByAx , 

где хотя бы один из коэффициентов A , B , C , D , E , F  не равен 
нулю. 

Поверхностью второго порядка в трехмерном пространстве Oxyz  
называется множество точек, координаты ( )zyx ;;  которых удовлетворяют 
алгебраическому уравнению второго порядка относительно переменных 
( )zyx ;; . 

Простейшими алгебраическими поверхностями второго порядка 
являются сфера, конус, эллипсоид, гиперболоид и параболоид. 

Сферой радиуса R  в трехмерном пространстве называется 
множество всех точек трехмерного пространства, находящихся на 
расстоянии R  от некоторой точки ( )0000 ;; zyxM , которая называется 
центром сферы (см. рис. 40). 

Каноническое уравнение сферы с центром в точке ( )0000 ;; zyxM  имеет 
вид  

( ) ( ) ( ) 22
0

2
0

2
0 Rzzyyxx =−+−+− . 

Если точка ( )zyxM ;;  лежит вне сферы, то ее 
координаты удовлетворяют неравенству 
( ) ( ) ( ) 012

0
2

2
0

2

2
0 >−

−
+

−
+

−
R

zz
R

yy
R

xx . Если точка 

( )zyxM ;;  лежит внутри сферы, то ее координаты 
удовлетворяют неравенству 
( ) ( ) ( ) 012

0
2

2
0

2

2
0 <−

−
+

−
+

−
R

zz
R

yy
R

xx . 

Эллипсоидом в трехмерном пространстве 
(см. рис. 41) называется множество всех точек трехмерного пространства 

( )zyxM ;; , координаты которых удовлетворяют 
уравнению  

( ) ( ) ( ) 12

2
0

2

2
0

2

2
0 =

−
+

−
+

−
c

zz
b

yy
a

xx . 

Величины a , b , c  называются 
полуосями эллипсоида. Точка ( )0000 ;; zyxM  
является центром симметрии эллипсоида и 
называется центром эллипсоида. Если точка 

( )zyxM ;;  лежит внутри эллипсоида, то ее 

Рис. 40. Сфера 

y
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z
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Рис. 41. Эллипсоид 
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координаты удовлетворяют неравенству ( ) ( ) ( ) 12

2
0

2

2
0

2

2
0 <

−
+

−
+

−
c

zz
b

yy
a

xx . 

Если полуоси не равны между собой ( cba ≠≠ ), то эллипсоид 
называется трехосным. Если две полуоси равны между собой, то 
получается эллипсоид вращения. Если все полуоси равны между собой, то 
получается сфера. 

Однополостным гиперболоидом в трехмерном пространстве 
(см. рис. 42а) называется множество всех точек трехмерного пространства 

( )zyxM ;; , координаты которых удовлетворяют уравнению 
( ) ( ) ( ) 12

2
0

2

2
0

2

2
0 =

−
−

−
+

−
c

zz
b

yy
a

xx . 

Точка ( )0000 ;; zyxM  является центром симметрии однополостного 
гиперболоида и называется центром однополостного гиперболоида. Если 
точка ( )zyxM ;;  лежит внутри однополостного гиперболоида, то ее 

координаты удовлетворяют неравенству ( ) ( ) ( ) 12

2
0

2

2
0

2

2
0 <

−
−

−
+

−
c

zz
b

yy
a

xx . 

Двухполостным гиперболоидом в трехмерном пространстве 
(см. рис. 42б) называется множество всех точек трехмерного пространства 

( )zyxM ;; , координаты которых удовлетворяют уравнению 

12

2

2

2

2

2

−=−+
c
z

b
y

a
x . 

Эллиптическим параболоидом в трехмерном пространстве 
(см. рис.  43а) называется множество всех точек трехмерного пространства 

( )zyxM ;; , координаты которых удовлетворяют уравнению  

x
y

z

O

ab

c

0M

a

x

y

z

O

б

Рис. 42. Гиперболоид: 
а – однополостный гиперболоид; 
б – двухполостный гиперболоид 
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z
q
y

p
x 2

22

=+ , где 0>p , 0>q . 

Гиперболическим параболоидом в трехмерном пространстве 
(см. рис. 43б) называется множество всех точек трехмерного пространства 

( )zyxM ;; , координаты которых удовлетворяют уравнению  

z
q
y

p
x 2

22

=− . 

Конусом второго порядка в трехмерном пространстве (см. рис. 44) 
называется множество всех точек трехмерного пространства ( )zyxM ;; , 
координаты которых удовлетворяют уравнению 

02

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x . 

 

Рис. 43. а – эллиптический параболоид; 
              б – гиперболический параболоид 
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Рис. 44. Конус второго порядка 
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7. ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ ПО ГЛАВЕ  
«АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ» 

 
1. Дать понятие системы координат. 
2. Рассказать способ задания декартовой системы координат в 

пространстве. 
3. Дать понятие полярной системы координат. 
4. Написать формулы, связывающие координаты прямоугольной и 

полярной систем координат. 
5. Что называется преобразованием систем координат? 
6. Рассказать алгоритм преобразования координат при переходе из 

одной системы координат в другую систему координат. 
7. Дать понятия: кардиода, гиперболической спирали, улитки 

Паскаля, розы, лемниската Бернулли, архимедовой спирали, записать их 
уравнения в полярных координатах. 

8.  Написать общее уравнение плоскости и неполные уравнения 
плоскости в пространстве. 

9. Дать определение нормального вектора. 
10.  Написать уравнение плоскости, проходящей через данную точку 

перпендикулярно данному вектору. 
11.  Написать нормальное уравнение плоскости. 
12.  Написать уравнение плоскости, проходящей через три точки. 
13.  Написать уравнение плоскости в отрезках на осях координат. 
14.  Написать формулу, вычисляющую расстояния от точки до 

плоскости. 
15.  Написать формулу вычисления угла между плоскостями. 
16.  Написать условие параллельности и перпендикулярности двух 

плоскостей. 
17.  Написать общее уравнение линии на плоскости и его частные 

случаи. 
18.  Дать определение текущих координат точек линии. 
19.  На плоскости написать и изобразить графически: уравнение 

прямой в отрезках, уравнение прямой, проходящей через данную точку в 
данном направлении, уравнение прямой, проходящей через данную точку 
перпендикулярно заданному вектору, уравнение прямой, проходящей 
через две точки. 

20.  Написать полярное, нормальное уравнение прямой. 
21.  Написать формулу вычисления угла между прямыми на 

плоскости и в пространстве. 
22.  Написать условие параллельности и перпендикулярности двух 

прямых на плоскости и в пространстве. 
23.  Дать определение направляющего вектора. 
24.  Написать общее уравнение прямой в пространстве. 



 161 

25.  Написать уравнение прямой в векторной форме в пространстве. 
26.  Написать параметрическое и каноническое уравнение прямой в 

пространстве. 
27.  Написать уравнение прямой, проходящей через две точки в 

пространстве. 
28.  Написать условие принадлежности двух прямых одной 

плоскости. 
29.  Написать формулу вычисления расстояния между двумя точками 

в пространстве. 
30.  Написать формулу деления отрезка в заданном соотношении в 

пространстве. 
31.  Написать формулу вычисления расстояния от точки до прямой в 

пространстве. 
32.  Дать определение угла между прямой и плоскостью в 

пространстве. Написать формулу вычисления угла между прямой и 
плоскостью в пространстве. 

33.  Написать условие параллельности и перпендикулярности прямой 
и плоскости в пространстве. 

34.  Записать условие принадлежности прямой плоскости. 
35.  Дать определение кривой второго порядка и записать ее 

уравнение. 
36.  Дать определение, написать вывод уравнений, свойства и 

алгоритм построения уравнений второго порядка. 
37.  Дать определение цилиндрической поверхности, направляющей 

и образующей цилиндра. 
38.  Дать определения эллиптического, кругового, параболического и 

гиперболического цилиндра. Изобразить их графически. 
39.  Дать определение поверхности вращения, конической 

поверхности, направляющего конуса и его вершины. Изобразить 
поверхность вращения графически. 

40.  Дать определение алгебраического уравнения поверхности 
второй степени и записать его. 

41.  Дать определение поверхности второго порядка. 
42.  Дать определение, написать вывод уравнений, свойства и 

алгоритм построения простейших поверхностей второго порядка методом 
сечений. 

43.  Рассказать технические приложения геометрических свойств 
кривых. 
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8. КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА ПО ГЛАВЕ 
«АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ» 

 
ВАРИАНТ № 1 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )3;2;1A  
перпендикулярно оси Ox . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )0;3;4A , 
( )7;4;3B , ( )5;2;3−C , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости α  

привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично гра-
фик плоскости α .  

3. Вычислить угол между плоскостями 04372 =+++ zyx  и 
05372 =−+− zyx , ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )0;3;4A , ( )7;4;3B  и коор-

динаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 7:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )3;2;1A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 

точки ( )3;2A  и ( )7;6B . Привести его к уравнению прямой в отрезках и по-
строить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точку ( )6;0;2A  
и начало координат, в параметрическом и каноническом виде. Определить, 
принадлежит ли точка ( )3;4;1 −−C  прямой l . 

8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку 
( )4;3;10 −M  перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между пря-

мыми 1l , 3l . Проверить условие перпендикулярности и параллельности 
прямых 2l , 3l . Вычислить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить 
принадлежность прямых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  име-

ет вид 
2
3

4
2

3
1

−
−

=
+

=
− zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

0
1

5
3

4
2 +

=
−
−

=
+ zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=+−+
=−+−

08572
04168

zyx
zyx  и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
2
3

4
2

3
1

−
−

=
+

=
− zyx  и плоскостью 

08572 =+−+ zyx . 
11.  Записать уравнение окружности, центр которой смещен относи-

тельно начала координат на 2 единицы по оси абсцисс и на 3 единицы от-
носительно оси ординат, точка ( )4;3  лежит на окружности. 
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12.  Дано уравнение гиперболы ( ) 4964425 22 =−−⋅ yx . Привести урав-
нение гиперболы к каноническому виду и вычислить: длины полуосей, ко-
ординаты фокусов, эксцентриситет, уравнения асимптот и директрис. 

 
ВАРИАНТ № 2 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )3;5;2A  
перпендикулярно оси Oy . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )1;5;2−D , 
( )0;5;4−E , ( )2;0;5−F , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости 

α  привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично 
график плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 04373 =+++ zyx  и 1
43
=−

yx , 

ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )1;5;2−D , ( )0;5;4−E  и ко-

ординаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 6:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )3;5;2A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 

точку ( )5;1A  с углом наклона между осью Ox  и прямой 600. Привести по-
лученное уравнение прямой к виду уравнения прямой в отрезках и постро-
ить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точки ( )6;0;2A  
и ( )1;5;3B , в параметрическом и каноническом виде. Определить, принад-
лежит ли точка ( )3;4;1 −−C  прямой l . 

8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку ( )4;3;10 −M  
перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между прямыми 1l , 3l . Вы-
числить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить условие перпенди-
кулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить принадлежность пря-
мых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  имеет вид 

2
6

7
2

3
5

−
+

=
+

=
+ zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

7
1

6
2

4
3 −

=
+

=
− zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=+−+
=−+−

08129
04523

zyx
zyx  и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
7

1
6

2
4

3 −
=

+
=

− zyx  и плоскостью 

08129 =+−+ zyx . 
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11.  Записать каноническое уравнение эллипса, центр которого рас-
положен в точке ( )7;1− , эксцентриситет равен 0,5, расстояние между ди-
ректрисами равно 15. 

12.  Найти вершину, фокус, уравнение директрисы параболы 
427 2 −+= xxy . 

 
ВАРИАНТ № 3 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )3;3;1A  
перпендикулярно оси Oz . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )3;2;1 −G , 
( )5;2;3 −H , ( )7;4;1 −I , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости α  

привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично гра-
фик плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 0563 =++− zyx  и 
011893 =−+− zyx , ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )3;2;1 −G , ( )5;2;3 −H  и ко-

ординаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 4:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )3;3;1A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через точ-

ку ( )5;1A  перпендикулярно вектору ( )7;3=n . Записать полученное уравнение 
прямой в виде уравнения прямой в отрезках и построить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точку ( )1;3;2 −A  
параллельно вектору { }1;7;3−=s , в параметрическом и каноническом виде. 
Определить, принадлежит ли точка ( )12;4;1 −−−B  прямой l . 

8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку ( )4;3;10 −M  
перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между прямыми 1l , 3l . Вы-
числить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить условие перпенди-
кулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить принадлежность пря-
мых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  имеет вид 

2
1

0
5

3
4

−
−

=
+

=
+ zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

2
1

3
4

1
−

=
+

=
zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=+−+
=−+−

08610
07254

zyx
zyx  и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
2

1
3

4
1

−
=

+
=

zyx  и плоскостью 

08610 =+−+ zyx . 
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11.  Записать уравнение окружности, центр которой смещен относи-
тельно начала координат на 1 единицу по оси абсцисс и на 5 единиц отно-
сительно оси ординат, точка ( )3;2  лежит на окружности. 

12.  Составить каноническое уравнение гиперболы, если расстояние 
между фокусами равно 15, действительная полуось равна 5. 

 
ВАРИАНТ № 4 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
( )3;3;1 −−A  перпендикулярно вектору { }6;4;2=n . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )2;4;8J , 
( )15;0;6−K , ( )1;8;9 −−L , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости 

α  привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично 
график плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 04742 =++− zyx  и 
0253 =++ zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )15;0;6−K , ( )1;8;9 −−L  и 

координаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 9:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )3;3;1 −−A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 

начало координат и точку ( )4;1A . Привести его к уравнению прямой в от-
резках и построить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точку ( )5;3;1−A  
и начало координат, в параметрическом и каноническом виде. Определить, 
принадлежит ли точка ( )3;4;1 −−C  прямой l . 

8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку ( )4;3;10 −M  
перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между прямыми 1l , 3l . Вы-
числить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить условие перпенди-
кулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить принадлежность пря-
мых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  имеет вид 

5
6

4
3

1
5 +

=
−

=
+ zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

23
7

4
2 zyx

=
+

=
− . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=+−−
=+++−
08127
04623

zyx
zyx  и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
23

7
4

2 zyx
=

+
=

−  и плоскостью 

08127 =+−− zyx . 
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11.  Записать каноническое уравнение эллипса, центр которого рас-
положен в точке ( )5;3 , расстояние между фокусами равно 7, большая ось 
равна 19. 

12.  Найти вершину, фокус, уравнение директрисы параболы 
962 2 −−= yyx . 

 
ВАРИАНТ № 5 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )1;0;2A  
перпендикулярно оси Ox . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )0;1;1−B , 
( )1;1;0 −F , ( )1;0;1 −A , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости α  

привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично гра-
фик плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 07
543

=−++
zyx  и 

0362 =++− zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 
плоскости. 

4. Вычислить расстояние между точками ( )0;1;1−B , ( )1;1;0 −F  и коор-
динаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 8:1. 

5. Вычислить расстояние от точки ( )1;0;2A  до плоскости α  
0432 =−+− zyx . 

6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 
точку ( )8;2 −A  с углом наклона между осью Ox  и прямой 450. Полученное 
уравнение прямой записать в виде уравнения прямой в отрезках и постро-
ить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точки ( )7;8;2A  
и ( )1;2;3−B , в параметрическом и каноническом виде. Определить, принад-
лежит ли точка ( )3;4;1 −−C  прямой l . 

8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку 
( )4;3;10 −M  перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между пря-

мыми 1l , 3l . Вычислить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить 
условие перпендикулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить 
принадлежность прямых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  име-

ет вид 
2

3
1

3
5
7 −

=
−

=
−
+ zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

5
6

3
3

1
7 +

=
−

=
+ zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=+−+
=−++

08835
0597

zyx
zyx

 и точку ( )6;2;3−A . 
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10.  Вычислить угол между прямой 
2

3
1

3
5
7 −

=
−

=
−
+ zyx  и плоскостью 

08835 =+−+ zyx . 
11.  Записать уравнение окружности, центр которой смещен относи-

тельно начала координат на – 3 единицы по оси абсцисс и на 4 единицы 
относительно оси ординат, точка ( )4;10  лежит на окружности. 

12.  Составить каноническое уравнение гиперболы, если расстояние 
между директрисами равно 18, действительная полуось гиперболы равна 
двум. 

 
ВАРИАНТ № 6 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )1;2;3A  
перпендикулярно оси Oy . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )2;1;0D , 
( )1;1;0 −C , ( )1;0;1 −E , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости α  

привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично гра-
фик плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 04 =++− zyx  и 
09542 =−+− zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )2;1;0D , ( )5;3;1Y  и коорди-

наты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 5:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )1;2;3A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 

точку ( )5;1A  перпендикулярно вектору ( )1;2=n . Записать полученное урав-
нение прямой в виде уравнения прямой в отрезках и построить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точку ( )2;3;1A  
параллельно вектору { }1;7;3−=s , в параметрическом и каноническом виде. 
Определить, принадлежит ли точка ( )12;4;1 −−−B  прямой l . 

8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку 
( )4;3;10 −M  перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между пря-

мыми 1l , 3l . Вычислить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить 
условие перпендикулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить 
принадлежность прямых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  име-

ет вид 
2

9
4
3

11
1 −

=
−
+

=
− zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

7
2

8
5

9
2 +

=
+

=
− zyx . 
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9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=−+−
=+−+

04594
02543

zyx
zyx

 и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
7

2
8

5
9

2 +
=

+
=

− zyx  и плоскостью 

04594 =−+− zyx . 
11.  Записать каноническое уравнение эллипса, центр которого распо-

ложен в точке ( )9;8 , эксцентриситет равен 0,1, большая полуось равна 7. 
12.  Составить уравнение директрисы и параболы, симметричной от-

носительно оси Ox , имеющей вершину в начале координат, проходящей 
через точку ( )16;7− . 

 
ВАРИАНТ № 7 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
( )3;2;1 −A  перпендикулярно оси Oz . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )1;5;3B , 
( )2;0;1−C , ( )5;1;7−D , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости α  

привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично гра-
фик плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 046144 =+−+− zyx  и 
046144 =−+− zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )3;2;1 −A , ( )2;0;1−C  и ко-

ординаты точки, делящей полученный отрезок пополам. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )3;2;1 −A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 

точки ( )1;3 −A  и ( )1;8B . Привести его к уравнению прямой в отрезках и по-
строить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точку 
( )3;2;1 −−−A  и начало координат, в параметрическом и каноническом ви-

де. Определить, принадлежит ли точка ( )3;4;1 −−C  прямой l . 
8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку ( )4;3;10 −M  

перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между прямыми 1l , 3l . Вы-
числить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить условие перпенди-
кулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить принадлежность пря-
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мых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  имеет вид 
23

3
0

4
−

=
−

=
+ zyx , 

уравнение прямой 2l  имеет вид 
6

1
9
2

4
1 +

=
−
+

=
+ zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=+++
=+++

04724
02543

zyx
zyx  и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
23

3
0

4
−

=
−

=
+ zyx  и плоскостью 

02543 =+++ zyx . 
11.  Записать уравнение окружности, центр которой смещен относи-

тельно начала координат на 6 единиц по оси абсцисс и на 1 единицу отно-
сительно оси ординат, точка ( )9;2  лежит на окружности. 

12.  Составить каноническое уравнение гиперболы, если мнимая по-
луось гиперболы равна 4, уравнение асимптот xy 5,2±= . 

 
ВАРИАНТ № 8 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
( )0;2;5−A  перпендикулярно оси { }3;2;1 −=n . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )3;2;1C , 
( )1;2;3 −D , ( )3;2;1 −−−E , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости 

α  привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично 
график плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 0453 =+−+− zyx  и 
074 =++ zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )3;2;1C , ( )0;2;5−A  и коор-

динаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 7:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )0;2;5−A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 

точку ( )3;1−A  с углом наклона между осью Ox  и прямой 300. Записать по-
лученное уравнение прямой в виде уравнения прямой в отрезках и постро-
ить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точки ( )5;3;1A  
и ( )1;4;2 −B , в параметрическом и каноническом виде. Определить, принад-
лежит ли точка ( )3;4;1 −−C  прямой l . 

8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку ( )4;3;10 −M  
перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между прямыми 1l , 3l . Вы-
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числить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить условие перпенди-
кулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить принадлежность пря-
мых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  имеет вид 

2
1

4
6

7
3 −

=
−
+

=
+ zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

1
3

1
4

4
7 −

=
−

=
−
+ zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=+−+−
=++

09355
0147

zyx
zx  и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
1

3
1

4
4
7 −

=
−

=
−
+ zyx  и плоскостью 

09355 =+−+− zyx . 
11.  Дано уравнение эллипса 156882 22 =+ yx . Вычислить: длины по-

луосей эллипса, координаты фокусов, эксцентриситет эллипса, уравнение 
директрис и расстояние между ними. 

12.  Составить уравнение директрисы и параболы, симметричной от-
носительно оси Oy , имеющей вершину в начале координат, проходящей 
через точку ( )16;7− . 

 
ВАРИАНТ № 9 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
( )6;2;12A  перпендикулярно оси Ox . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки 
( )1;3;2 −−−A , ( )1;2;3 −−B , ( )4;2;3K , не лежащие на одной прямой. Уравнение 

плоскости α  привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схе-
матично график плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 0432 =+++ zyx  и 
01374 =−+− zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )6;2;12A , ( )5;3;1Y  и коор-

динаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 9:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )6;2;12A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через точку 

( )1;6A  перпендикулярно вектору ( )5;3=n . Записать полученное уравнение 
прямой в виде уравнения прямой в отрезках и построить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точку ( )5;3;1A , 
параллельно вектору { }1;7;3−=s , в параметрическом и каноническом виде. 
Определить, принадлежит ли точка ( )12;4;1 −−−B  прямой l . 
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8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку ( )4;3;10 −M  
перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между прямыми 1l , 3l . Вы-
числить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить условие перпенди-
кулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить принадлежность пря-
мых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  имеет вид 

2
3

5
2

3
8 −

=
−

=
+ zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

7
1

9
2

4
9 +

=
−
+

=
+ zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=−+−
=+−+

03725
0529

zyx
zyx  и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
7

1
9
2

4
9 +

=
−
+

=
+ zyx  и плоскостью 

03725 =−+− zyx . 
11.  Записать уравнение окружности, центр которой смещен относи-

тельно начала координат на 8 единиц по оси абсцисс и на 3 единицы отно-
сительно оси ординат, точка ( )4;8  лежит на окружности. 

12.  Составить каноническое уравнение гиперболы, если расстояние 
между фокусами равно 22, уравнение асимптот xy ±= . 

 
ВАРИАНТ № 10 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
( )9;7;1 −A  перпендикулярно оси Oy . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )6;5;4L , 
( )12;1;1 −M , ( )5;4;5N , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости 

α  привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично 
график плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 01437 =++ zyx  и 02 =++ zyx . 
Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны плоскости. 

4. Вычислить расстояние между точками ( )6;5;4L , ( )12;1;1 −M  и ко-
ординаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 3:1. 

5. Вычислить расстояние от точки ( )9;7;1 −A  до плоскости α  
0432 =−+− zyx . 

6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 
точки ( )0;5A  и ( )4;0B . Полученное уравнение прямой записать в виде урав-
нения прямой в отрезках и построить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точку 
( )6;5;4 −−−A  и начало координат, в параметрическом и каноническом виде. 

Определить, принадлежит ли точка ( )3;4;1 −−C  прямой l . 
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8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку ( )4;3;10 −M  
перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между прямыми 1l , 3l . Вы-
числить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить условие перпенди-
кулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить принадлежность пря-
мых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  имеет вид 

3
1

2
4

5
3

−
−

=
+

=
+ zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

11
6

52
3 +

=
−

=
+ zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=+−
=−+−
01035

07254
zyx

zyx  и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
11

6
52

3 +
=

−
=

+ zyx  и плоскостью 

07254 =−+− zyx . 
11.  Записать каноническое уравнение эллипса, центр которого рас-

положен в точке ( )3;1 , расстояние между фокусами равно 15, малая полу-
ось равна 20. 

12.  Найти вершину, фокус, уравнение директрисы параболы 
576 2 +−= xxy . 

 
ВАРИАНТ № 11 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )9;3;1A  
перпендикулярно оси Oz . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )1;5;3O , 
( )1;7;2−P , ( )0;1;2R , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости α  

привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично гра-
фик плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 0732 =+++ zyx  и 
7654 =+− zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )1;5;3O , ( )1;7;2−P  и коор-

динаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 1:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )9;3;1A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через точку 

( )12;4A  с углом наклона между осью Ox  и прямой 900. Записать полученное 
уравнение прямой в виде уравнения прямой в отрезках и построить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точки 
( )3;0;2−A  и ( )1;7;6 −B , в параметрическом и каноническом виде. Опреде-

лить, принадлежит ли точка ( )3;4;1 −−C  прямой l . 
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8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку ( )4;3;10 −M  
перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между прямыми 1l , 3l . Вы-
числить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить условие перпенди-
кулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить принадлежность пря-
мых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  имеет вид 

5
7

1
1

9
3 +

=
−
+

=
− zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

1
5

1
4

9
2 +

=
+

=
+ zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=+−+
=−+−

07835
01342

zyx
zyx

 и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
1

5
1

4
9

2 +
=

+
=

+ zyx  и плоскостью 

01342 =−+− zyx . 
11.  Записать уравнение окружности, центр которой смещен относи-

тельно начала координат на 10 единиц по оси абсцисс и на 5 единиц отно-
сительно оси ординат, точка ( )7;2  лежит на окружности. 

12.  Найти каноническое уравнение гиперболы с фокусами на оси 
Ox , проходящей через точки ( )1;6 −M , ( )22;8 −−K . 

 
ВАРИАНТ № 12 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
( )3;15;7−A  перпендикулярно оси { }4;5;3−=n . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )1;7;2 −S , 
( )9;6;1 −T , ( )4;5;2 −U , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости 

α  привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично 
график плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 0243 =++− zyx  и 
03725 =−+−− zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )1;7;2 −S , ( )9;6;1 −T  и коор-

динаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 5:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )3;15;7−A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 

точку ( )5;1A  перпендикулярно вектору ( )9;7=n . Привести уравнение пря-
мой к виду уравнения прямой в отрезках и построить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точку 
( )6;5;4 −−−A  параллельно вектору { }1;7;3−=s , в параметрическом и кано-

ническом виде. Определить, принадлежит ли точка ( )12;4;1 −−−B  прямой l . 
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8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку ( )4;3;10 −M  
перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между прямыми 1l , 3l . Вы-
числить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить условие перпенди-
кулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить принадлежность пря-
мых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  имеет вид 

1
6

7
2

3
3 +

=
−

=
+ zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

14
1

1
2

5
−

=
−
+

=
−

zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=+++
=+++

08967
01038

zyx
zyx  и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
14

1
1
2

5
−

=
−
+

=
−

zyx  и плоскостью 

08967 =+++ zyx . 
11.  Записать каноническое уравнение эллипса, центр которого рас-

положен в точке ( )2;1− , эксцентриситет равен 0,2, большая полуось равна 
8. 

12.  Найти вершину, фокус, уравнение директрисы параболы 
683 2 ++= yyx . 

 
ВАРИАНТ № 13 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )2;4;8A  
перпендикулярно оси Ox . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )1;8;3 −V , 
( )6;4;1−W , ( )6;2;5 −X , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости 

α  привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично 
график плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 0654 =+++ zyx  и 
4973 =+− zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )2;4;8A , ( )6;4;1−W  и коор-

динаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 17:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )2;4;8A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 

точку ( )2;0A  и начало координат. Записать полученное уравнение прямой в 
виде уравнения прямой в отрезках и построить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точку 
( )9;8;7 −−−A  и начало координат, в параметрическом и каноническом ви-

де. Определить, принадлежит ли точка ( )3;4;1 −−C  прямой l . 
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8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку 
( )4;3;10 −M  перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между прямы-

ми 1l , 3l . Вычислить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить усло-
вие перпендикулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить принад-
лежность прямых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  имеет вид 

2
1

5
5

9
16 +

=
+

=
+ zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

5
7

9
3

1
2 +

=
+

=
+ zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=++
=+++
0964

05153
yx

zyx  и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
5

7
9

3
1

2 +
=

+
=

+ zyx  и плоскостью 

05153 =+++ zyx . 
11.  Записать уравнение окружности, центр которой смещен относи-

тельно начала координат на 15 единиц по оси абсцисс и на – 3 единицы от-
носительно оси ординат, точка ( )4;6  лежит на окружности. 

12.  Составить каноническое уравнение гиперболы 
( ) ( ) 16911639 22 =+⋅−−⋅ yx  и уравнение асимптот. 

 
ВАРИАНТ № 14 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
( )6;5;3 −A  перпендикулярно оси Oy . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )1;1;9A , 
( )0;5;3B , ( )2;7;4 −C , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости α  

привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично гра-
фик плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 0275,95 =−++ zyx  и 
0722 =++− zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )1;1;9A , ( )0;5;3B  и коорди-

наты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 5:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )6;5;3 −A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 

точку ( )0;6A  с углом наклона между осью Ox  и прямой 1200. Записать по-
лученное уравнение прямой в виде уравнения прямой в отрезках и постро-
ить график. 
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7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точки ( )3;12;8A  
и ( )1;4;5 −−B , в параметрическом и каноническом виде. Определить, при-
надлежит ли точка ( )3;4;1 −−C  прямой l . 

8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку ( )4;3;10 −M  
перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между прямыми 1l , 3l . Вы-
числить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить условие перпенди-
кулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить принадлежность пря-

мых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  имеет вид 
0

7
45

2 −
==

− zyx , 

уравнение прямой 2l  имеет вид 
1

8
5

2
6

3 −
=

−
=

+ zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=−+−
=+−+−
0532

049
zy
zyx  и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
1

8
5

2
6

3 −
=

−
=

+ zyx  и плоскостью 

049 =+−+− zyx . 
11.  Записать каноническое уравнение эллипса, центр которого рас-

положен в точке ( )1;0 , эксцентриситет равен 0,3, расстояние между дирек-
трисами эллипса равно 16. 

12.  Составить уравнение директрисы и параболы, симметричной от-
носительно оси Ox , имеющей вершину в начале координат, проходящей 
через точку ( )15;3 . 

 
ВАРИАНТ № 15 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
( )2;9;11−A  перпендикулярно оси Oz . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )6;7;3Z , 
( )3;2;1−Q , ( )7;5;4C , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости α  

привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично гра-
фик плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 03147 =−+ zx  и 32 =++ zyx . 
Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны плоскости. 

4. Вычислить расстояние между точками ( )6;7;3Z , ( )3;2;1−Q  и коор-
динаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 7:1. 

5. Вычислить расстояние от точки ( )2;9;11−A  до плоскости α  
0432 =−+− zyx . 

6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 
точку ( )5;1A  перпендикулярно вектору ( )15;12=n . Записать полученное 
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уравнение прямой в виде уравнения прямой в отрезках и построить гра-
фик. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точку ( )3;12;8A  
параллельно вектору { }1;7;3−=s , в параметрическом и каноническом виде. 
Определить, принадлежит ли точка ( )12;4;1 −−−B  прямой l . 

8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку 
( )4;3;10 −M  перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между пря-

мыми 1l , 3l . Вычислить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить 
условие перпендикулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить 
принадлежность прямых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  име-

ет вид 
4

1
2

2
7

5 −
=

−
=

+ zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 
1

8
5
3

3
7 −

=
−
−

=
− zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=+++
=+++

012685
09523

zyx
zyx  и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
1

8
5
3

3
7 −

=
−
−

=
− zyx  и плоскостью 

09523 =+++ zyx . 
11.  Записать уравнение окружности, центр которой смещен относи-

тельно начала координат на –9 единиц по оси абсцисс и не смещен относи-
тельно оси ординат, точка ( )14;2  лежит на окружности. 

12.  Дано уравнение гиперболы ( ) 62516236 22 =−+⋅ yx . Привести 
уравнение гиперболы к каноническому виду и вычислить: длины полуосей, 
координаты фокусов, эксцентриситет, уравнения асимптот и директрис. 

 
ВАРИАНТ № 16 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
( )2;11;8−A  перпендикулярно оси { }3;0;11 −=n . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )0;3;4A , 
( )1;5;2−D , ( )3;2;1 −G , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости α  

привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично гра-
фик плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 01732 =++− zyx  и 
01235.2 =−++− zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикуляр-

ны плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )0;3;4A , ( )1;5;2−D  и коор-

динаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 1:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )2;11;8−A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
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6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 
точки ( )6;5A  и ( )1;4−B . Привести его к уравнению прямой в отрезках и по-
строить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точку 
( )12;11;10 −−−A  и начало координат, в параметрическом и каноническом 

виде. Определить, принадлежит ли точка ( )3;4;1 −−C  прямой l . 
8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку ( )4;3;10 −M  

перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между прямыми 1l , 3l . Вы-
числить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить условие перпенди-
кулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить принадлежность пря-
мых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  имеет вид 

2
3

4
2

3
1

−
−

=
+

=
− zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

9
5

1
7

2
2

−
+

=
−
−

=
−
+ zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=−+−
=+−+−

08765
0432

zyx
zyx  и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
9
5

1
7

2
2

−
+

=
−
−

=
−
+ zyx  и плоскостью 

08765 =−+− zyx . 
11.  Дано уравнение эллипса 10008164 22 =+ yx . Записать уравнение 

эллипса в каноническом виде, вычислить: длины его полуосей, координаты 
фокусов, эксцентриситет эллипса, уравнение директрис и расстояние меж-
ду ними. 

12.  Составить уравнение директрисы и параболы, симметричной от-
носительно оси Oy , имеющей вершину в начале координат, проходящей 
через точку ( )15;3 . 

 
ВАРИАНТ № 17 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )5;3;0A  
перпендикулярно оси Ox . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )2;4;8J , 
( )0;1;1−B , ( )2;1;0D , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости α  

привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично гра-
фик плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 03
3

9
7

=−++
zyx  и 

0732 =−+− zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 
плоскости. 
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4. Вычислить расстояние между точками ( )2;4;8J , ( )0;1;1−B  и коор-
динаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 3:1. 

5. Вычислить расстояние от точки ( )5;3;0A  до плоскости α  
0432 =−+− zyx . 

6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 
точку ( )3;2A  с углом наклона между осью Ox  и прямой 1350. Записать по-
лученное уравнение прямой в виде уравнения прямой в отрезках и постро-
ить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точки ( )8;4;3A  
и ( )12;0;2B , в параметрическом и каноническом виде. Определить, принад-
лежит ли точка ( )3;4;1 −−C  прямой l . 

8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку 
( )4;3;10 −M  перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между пря-

мыми 1l , 3l . Вычислить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить 
условие перпендикулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить 
принадлежность прямых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  име-

ет вид 
1

4
12

2
9

7 +
=

+
=

− zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

1
2

9
3

1
8 +

=
−

=
+ zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=+−+
=++

0822
0298

zyx
zyx

 и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
1

4
12

2
9

7 +
=

+
=

− zyx  и плоскостью 

0822 =+++ zyx . 
11.  Записать уравнение окружности, центр которой смещен относи-

тельно начала координат на 7 единиц по оси абсцисс и на –4 единицы от-
носительно оси ординат, точка ( )4;13  лежит на окружности. 

12.  Составить каноническое уравнение гиперболы, если расстояние 
между фокусами равно 20, действительная полуось равна 6. 

 
ВАРИАНТ № 18 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )1;1;9A  
перпендикулярно оси Oy . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )3;2;1C , 
( )1;3;2 −−−A , ( )6;5;4L , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости 
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α  привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично 
график плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 04
372

=++−
zyx  и 

032 =+− zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 
плоскости. 

4. Вычислить расстояние между точками ( )3;2;1C , ( )1;3;2 −−−A  и ко-
ординаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 9:1. 

5. Вычислить расстояние от точки ( )1;1;9A  до плоскости α  
0432 =−+− zyx . 

6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 
точку ( )5;1A  перпендикулярно вектору ( )2;1−=n . Записать полученное 
уравнение прямой в виде уравнения прямой в отрезках и построить гра-
фик. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точку 
( )12;11;0 −−A  параллельно вектору { }1;7;3−=s , в параметрическом и ка-

ноническом виде. Определить, принадлежит ли точка ( )12;4;1 −−−B  прямой 
l . 

8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку 
( )4;3;10 −M  перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между пря-

мыми 1l , 3l . Вычислить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить 
условие перпендикулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить 
принадлежность прямых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  име-

ет вид 
2
3

9
3

7
8

−
−

=
−

=
− zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

7
5

3
2

2
9

−
+

=
−

=
+ zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=+−+
=−+−

08574
02858

zyx
zyx

 и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
7
5

3
2

2
9

−
+

=
−

=
+ zyx  и плоскостью 

02858 =−+− zyx . 
11.  Записать каноническое уравнение эллипса, центр которого рас-

положен в точке ( )6;2 , эксцентриситет равен 0,4, большая полуось равна 9. 
12.  Найти вершину, фокус, уравнение директрисы параболы 

2815 2 +−= xxy . 
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ВАРИАНТ № 19 
1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )3;2;0A  

перпендикулярно оси Oz . 
2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 

( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )12;1;1 −M , 
( )1;5;3O , ( )1;7;2 −S , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости α  

привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично гра-
фик плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 029 =+++ zyx  и 
312714 =−+ zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )12;1;1 −M , ( )1;5;3O  и коор-

динаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 12:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )3;2;0A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 

точки ( )7;8A  и ( )3;1−B . Записать полученное уравнение прямой в виде 
уравнения прямой в отрезках и построить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точку 
( )6;14;13 −−−A  и начало координат, в параметрическом и каноническом 

виде. Определить, принадлежит ли точка ( )3;4;1 −−C  прямой l . 
8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку 

( )4;3;10 −M  перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между пря-
мыми 1l , 3l . Вычислить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить 
условие перпендикулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить 
принадлежность прямых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  име-

ет вид 
2
3

11
9

5
7

−
−

=
−

=
− zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

4
5

8
3

12
2 −

=
−

=
+ zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=+++
=+++

0874
02298

zyx
zyx

 и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
4

5
8

3
12

2 −
=

−
=

+ zyx  и плоскостью 

0874 =+++ zyx . 
11.  Записать уравнение окружности, центр которой смещен относи-

тельно начала координат на 5 единиц по оси абсцисс и на 8 единиц относи-
тельно оси ординат, точка ( )12;11  лежит на окружности. 
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12.  Составить каноническое уравнение гиперболы, если расстояние 
между директрисами равно 20, действительная полуось гиперболы равна 3. 

 
ВАРИАНТ № 20 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )3;1;0A  
перпендикулярно оси { }1;8;9 −=n . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )1;8;3 −V , 
( )6;7;3Z , ( )0;3;4A , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости α  

привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично гра-
фик плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 1243 =+− zyx  и 1
243
=−+−

zyx . 

Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )1;8;3 −V , ( )6;7;3Z  и коор-

динаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 5:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )3;1;0A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 

точку ( )6;1A  с углом наклона между осью Ox  и прямой 1500. Записать по-
лученное уравнение прямой в виде уравнения прямой в отрезках и постро-
ить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точки ( )13;9;7A  
и ( )5;6;2−B , в параметрическом и каноническом виде. Определить, при-
надлежит ли точка ( )3;4;1 −−C  прямой l . 

8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку 
( )4;3;10 −M  перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между пря-

мыми 1l , 3l . Вычислить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить 
условие перпендикулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить 
принадлежность прямых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  име-

ет вид 
2
9

11
8

3
7

−
+

=
−
+

=
−
+ zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

9
5

2
6

4
2 −

=
−

=
+ zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=+++
=++

0387
0922

zyx
zyx

 и точку ( )6;2;3−A . 
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10.  Вычислить угол между прямой 
9

5
2

6
4

2 −
=

−
=

+ zyx  и плоскостью 

0922 =++ zyx . 
11.  Записать каноническое уравнение эллипса, центр которого рас-

положен в точке ( )2;0 , эксцентриситет равен 0,9, расстояние между дирек-
трисами эллипса 46. 

12.  Найти вершину, фокус, уравнение директрисы параболы 
493 2 ++−= yyx . 

 
ВАРИАНТ № 21 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )3;0;1A  
перпендикулярно оси Ox . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )0;1;2R , 
( )4;5;2 −U , ( )6;2;5 −X , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости 

α  привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично 
график плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 0354 =+++ zyx  и 
04,28 =−+ zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )0;1;2R , ( )4;5;2 −U  и коор-

динаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 15:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )3;0;1A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 

точку ( )5;1A  перпендикулярно вектору ( )4;3−=n . Записать полученное 
уравнение прямой в виде уравнения прямой в отрезках и построить гра-
фик. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точку 
( )6;4;13 −−A  параллельно вектору { }1;7;3−=s , в параметрическом и канони-

ческом виде. Определить, принадлежит ли точка ( )12;4;1 −−−B  прямой l . 
8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку 

( )4;3;10 −M  перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между пря-
мыми 1l , 3l . Вычислить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить 
условие перпендикулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить 
принадлежность прямых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  име-
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ет вид 
1

1
5

2
3

4 −
=

−
=

+ zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

9
5

6
3

4
2

−
−

=
−
−

=
− zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=−−−
=−−−

07835
0342

zyx
zyx

 и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
1

1
5

2
3

4 −
=

−
=

+ zyx  и плоскостью 

0342 =−−− zyx . 
11.  Записать уравнение окружности, центр которой смещен относи-

тельно начала координат на 2 единицы по оси абсцисс и на 1 единицу от-
носительно оси ординат, точка ( )10;9  лежит на окружности. 

12.  Составить каноническое уравнение гиперболы, если мнимая по-
луось гиперболы равна 2, уравнение асимптот xy ±= . 

 
ВАРИАНТ № 22 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
( )7;4;0 −A  перпендикулярно оси Oy . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )7;4;3B , 
( )0;5;4−E , ( )5;2;3 −H , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости 

α  привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично 
график плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 053 =++− zyx  и 
04327 =++− zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )7;4;3B , ( )0;5;4−E  и коор-

динаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 6:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )7;4;0 −A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 

точку ( )12;5A  и начало координат. Записать полученное уравнение прямой 
в виде уравнения прямой в отрезках и построить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точку ( )5;8;3A  
и начало координат, в параметрическом и каноническом виде. Определить, 
принадлежит ли точка ( )3;4;1 −−C  прямой l . 

8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку 
( )4;3;10 −M  перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между пря-
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мыми 1l , 3l . Вычислить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить 
условие перпендикулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить 
принадлежность прямых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  име-

ет вид 
1

4
5

2
3

6 −
=

+
=

− zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

9
1

8
3

7
5 +

=
+

=
+ zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=+−+−
=−+−

08967
0103

zyx
zyx

 и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
9

1
8

3
7

5 +
=

+
=

+ zyx  и плоскостью 

08967 =+−+− zyx . 
11.  Записать каноническое уравнение эллипса, центр которого рас-

положен в точке ( )2;3 , расстояние между фокусами равно 7, малая полуось 
равна 18. 

12.  Составить уравнение директрисы и параболы, симметричной от-
носительно оси Ox , имеющей вершину в начале координат, проходящей 
через точку ( )3;19 . 

 
ВАРИАНТ № 23 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
( )0;3;16A  перпендикулярно оси Oz . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )15;0;6−K , 
( )1;1;0 −F , ( )1;1;0 −C , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости α  

привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично гра-
фик плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 01345,4 =++−− zyx  и 
0732 =++ zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )15;0;6−K , ( )1;1;0 −F  и ко-

ординаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 5:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )0;3;16A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 

точку ( )0;2A  с углом наклона между осью Ox  и прямой 1800. Записать по-
лученное уравнение прямой в виде уравнения прямой в отрезках и постро-
ить график. 
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7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точки 
( )6;3;1 −−A  и ( )4;5;0B , в параметрическом и каноническом виде. Опреде-

лить, принадлежит ли точка ( )3;4;1 −−C  прямой l . 
8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку 

( )4;3;10 −M  перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между пря-
мыми 1l , 3l . Вычислить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить 
условие перпендикулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить 
принадлежность прямых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  име-

ет вид 
2
1

4
1

3
9

−
−

=
+

=
− zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

15
2

4
zyx

=
−
−

= . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=−+
=+−−−

09114
05153

yx
zyx

 и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
2
1

4
1

3
9

−
−

=
+

=
− zyx  и плоскостью 

09114 =−+ yx . 
11.  Записать уравнение окружности, центр которой смещен относи-

тельно начала координат на 3 единицы по оси абсцисс и не смещен отно-
сительно оси ординат, точка ( )8;7  лежит на окружности. 

12.  Составить каноническое уравнение гиперболы, если расстояние 
между фокусами равно 18, уравнение асимптот xy 3±= . 

 
ВАРИАНТ № 24 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
( )1;18;12A  перпендикулярно оси { }4;3;2 −−=n . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )7;1;0A , 
( )1;4;2 −B , ( )2;0;3−C , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости α  

привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично гра-
фик плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 0432 =++ zx  и 
0384 =++− zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )7;1;0A , ( )1;4;2 −B  и коор-

динаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 3:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )1;18;12A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 

точку ( )5;1A  перпендикулярно вектору ( )7;3 −=n . Записать полученное 
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уравнение прямой в виде уравнения прямой в отрезках и построить гра-
фик. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точку ( )5;8;3A  
параллельно вектору { }1;7;3−=s , в параметрическом и каноническом виде. 
Определить, принадлежит ли точка ( )12;4;1 −−−B  прямой l . 

8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку 
( )4;3;10 −M  перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между пря-

мыми 1l , 3l . Вычислить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить 
условие перпендикулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить 
принадлежность прямых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  име-

ет вид 
2
3

4
2

3
1

−
−

=
+

=
− zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

1
5

2
8

6
7 +

=
−

=
− zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=+−+−
=−+−

01527
0439

zyx
yx

 и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
2
3

4
2

3
1

−
−

=
+

=
− zyx  и плоскостью 

01527 =+−+− zyx . 
11.  Записать каноническое уравнение эллипса, центр которого рас-

положен в точке ( )1;5 , эксцентриситет равен 0,6, большая полуось равна 
100. 

12.  Составить уравнение директрисы и параболы, симметричной от-
носительно оси Oy , имеющей вершину в начале координат, проходящей 
через точку ( )3;19 . 

 
ВАРИАНТ № 25 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
( )2;15;3A  перпендикулярно оси Ox . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )1;2;3 −D , 
( )1;2;3 −−B , ( )5;4;5N , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости α  

привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично гра-
фик плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 031365 =+−+ zyx  и 
724 =++ zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 



 188 

4. Вычислить расстояние между точками ( )1;2;3 −D , ( )1;2;3 −−B  и ко-
ординаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 9:1. 

5. Вычислить расстояние от точки ( )2;15;3A  до плоскости α  
0432 =−+− zyx . 

6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 
точки ( )1;6A  и ( )0;5B . Записать полученное уравнение прямой в виде урав-
нения прямой в отрезках и построить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точку 
( )1;10;2−A  и начало координат, в параметрическом и каноническом виде. 

Определить, принадлежит ли точка ( )3;4;1 −−C  прямой l . 
8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку ( )4;3;10 −M  

перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между прямыми 1l , 3l . Вы-
числить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить условие перпенди-
кулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить принадлежность пря-
мых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  имеет вид 

9
3

8
1

0
7 −

=
−

=
− zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

2
1

3
3

5
1 −

=
−

=
− zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=++−
=++

01527
0439

zyx
yx

 и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
9

3
8

1
0

7 −
=

−
=

− zyx  и плоскостью 

0439 =++ yx . 
11.  Записать уравнение окружности, центр которой расположен в 

начале координат, точка ( )6;5  лежит на окружности. 
12.  Найти каноническое уравнение гиперболы с фокусами на оси 

Ox , проходящей через точки ( )1;3 −M , ( )4;22 −−K . 
 

ВАРИАНТ № 26 
1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )9;1;7A  

перпендикулярно оси Oy . 
2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 

( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )1;7;2−P , 
( )9;6;1 −T , ( )6;4;1−W , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости α  

привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично гра-
фик плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 08327 =−+− zyx  и 

1
23

4 =−+−
zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
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4. Вычислить расстояние между точками ( )1;7;2−P , ( )9;6;1 −T  и коор-
динаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 6:1. 

5. Вычислить расстояние от точки ( )9;1;7A  до плоскости α  
0432 =−+− zyx . 

6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 
точку ( )4;1A  с углом наклона между осью Ox  и прямой 2100. Записать по-
лученное уравнение прямой в виде уравнения прямой в отрезках и постро-
ить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точки 
( )7;2;15−A  и ( )0;3;0B , в параметрическом и каноническом виде. Опреде-

лить, принадлежит ли точка ( )3;4;1 −−C  прямой l . 
8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку 

( )4;3;10 −M  перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между пря-
мыми 1l , 3l . Вычислить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить 
условие перпендикулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить 
принадлежность прямых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  име-

ет вид 
2
3

4
2

3
1

−
−

=
+

=
− zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

0
1

5
3

4
2 +

=
−
−

=
+ zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=++
=+++
0532

049
zy
zyx

 и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
2
3

4
2

3
1

−
−

=
+

=
− zyx  и плоскостью 

0532 =++ zy . 
11.  Записать каноническое уравнение эллипса, центр которого рас-

положен в точке ( )3;0 , эксцентриситет равен 0,7, расстояние между дирек-
трисами эллипса равно 49. 

12.  Составить уравнение директрисы и параболы, симметричной от-
носительно оси Ox , имеющей вершину в начале координат, проходящей 
через точку ( )8;7 − . 

 
ВАРИАНТ № 27 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )3;0;8A  
перпендикулярно оси Oz . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )0;4;0A , 
( )1;3;15B , ( )1;2;8−C , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости α  
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привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично гра-
фик плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 035,201516 =+−+ zyx  и 
042723 =−++ zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )0;4;0A , ( )1;3;15B  и коор-

динаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 7:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )3;0;8A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 

точку ( )5;1A  перпендикулярно вектору ( )7;6−=n . Записать полученное 
уравнение прямой в виде уравнения прямой в отрезках и построить гра-
фик. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точку 
( )7;2;15−A  параллельно вектору { }1;7;3−=s , в параметрическом и канони-

ческом виде. Определить, принадлежит ли точка ( )12;4;1 −−−B  прямой l . 
8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку 

( )4;3;10 −M  перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между пря-
мыми 1l , 3l . Вычислить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить 
условие перпендикулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить 
принадлежность прямых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  име-

ет вид 
2
3

4
2

3
1

−
−

=
+

=
− zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

0
1

5
3

4
2 +

=
−
−

=
+ zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=−+−
=+−+−

012685
09523

zyx
zyx

 и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
2
3

4
2

3
1

−
−

=
+

=
− zyx  и плоскостью 

012685 =−+− zyx . 
11.  Записать уравнение окружности, центр которой смещен относи-

тельно начала координат на –3 единицы по оси абсцисс и на 5 единиц от-
носительно оси ординат, точка ( )4;3  лежит на окружности. 

12.  Составить каноническое уравнение гиперболы 
( ) ( ) 144516164 22 =−⋅−+⋅ yx  и уравнение асимптот. 
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ВАРИАНТ № 28 
1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )0;4;0A  

перпендикулярно оси { }1;1;9=n . 
2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 

( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )5;2;3−C , 
( )2;0;5−F , ( )7;4;1 −I , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости α  

привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично гра-
фик плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 049618 =++− zyx  и 
07326 =++− zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )5;2;3−C , ( )2;0;5−F  и ко-

ординаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 5:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )1;4;0 −A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 

точки ( )11;4 −−A  и ( )7;3B . Полученное уравнение привести к виду уравне-
ния прямой в отрезках и построить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точку 
( )1;3;0 −−A  и начало координат, в параметрическом и каноническом виде. 

Определить, принадлежит ли точка ( )3;4;1 −−C  прямой l . 
8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку 

( )4;3;10 −M  перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между пря-
мыми 1l , 3l . Вычислить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить 
условие перпендикулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить 
принадлежность прямых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  име-

ет вид 
2
3

4
2

3
1

−
−

=
+

=
− zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

0
1

5
3

4
2 +

=
−
−

=
+ zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=+−+−
=−+−

010785
04927

zyx
zyx

 и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
0

1
5
3

4
2 +

=
−
−

=
+ zyx  и плоскостью 

04927 =−+− zyx . 
11.  Записать каноническое уравнение эллипса, центр которого рас-

положен в точке ( )1;7 − , расстояние между фокусами равно 8, малая полу-
ось равна 18. 
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12.  Найти вершину, фокус, уравнение директрисы параболы 
463 2 +−−= yyx . 

 
ВАРИАНТ № 29 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )9;1;2A  
перпендикулярно оси Ox . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки 
( )3;2;1 −−−E , ( )4;2;3K , ( )5;4;5N , не лежащие на одной прямой. Уравнение 

плоскости α  привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схе-
матично график плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 03144,17 =−++ zyx  и 
03105 =+++ zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )3;2;1 −−−E , ( )4;2;3K  и ко-

ординаты точки, делящей полученный отрезок 7:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )9;1;2A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 

точку ( )2;1A  с углом наклона между осью Ox  и прямой 2250. Записать со-
ставленное уравнение прямой в виде уравнения прямой в отрезках и по-
строить график. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точки ( )1;2;9−A  
и ( )3;2;6−B , в параметрическом и каноническом виде. Определить, при-
надлежит ли точка ( )3;4;1 −−C  прямой l . 

8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку 
( )4;3;10 −M  перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между пря-

мыми 1l , 3l . Вычислить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить 
условие перпендикулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить 
принадлежность прямых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  име-

ет вид 
2
3

4
2

3
1

−
−

=
+

=
− zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

0
1

5
3

4
2 +

=
−
−

=
+ zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=+++
=+++

010785
04927

zyx
zyx

 и точку ( )6;2;3−A . 
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10.  Вычислить угол между прямой 
2
3

4
2

3
1

−
−

=
+

=
− zyx  и плоскостью 

04927 =+++ zyx . 
11.  Записать уравнение окружности, центр которой смещен относи-

тельно начала координат на 1 единицу по оси абсцисс и на 6 единиц отно-
сительно оси ординат, точка ( )2;1  лежит на окружности. 

12.  Дано уравнение гиперболы ( ) 4001410081 22 =−⋅ yx . Привести урав-
нение гиперболы к каноническому виду и вычислить: длины полуосей, ко-
ординаты фокусов, эксцентриситет, уравнения асимптот и директрис. 

 
ВАРИАНТ № 30 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )3;0;8A  
перпендикулярно оси Oz . 

2. Составить уравнение плоскости α , проходящей через точку 
( )5;3;1Y  параллельно плоскости β , проходящей через три точки ( )1;8;9 −−L , 
( )1;0;1 −A , ( )1;0;1 −E , не лежащие на одной прямой. Уравнение плоскости α  

привести к уравнению плоскости в отрезках и построить схематично гра-
фик плоскости α . 

3. Вычислить угол между плоскостями 01354 =+++ zyx  и 
0722 =++− zyx . Ответить на вопрос, параллельны или перпендикулярны 

плоскости. 
4. Вычислить расстояние между точками ( )3;0;8A , ( )1;0;1 −E  и коор-

динаты точки, делящей полученный отрезок в соотношении 2:1. 
5. Вычислить расстояние от точки ( )3;0;8A  до плоскости α  

0432 =−+− zyx . 
6. На плоскости составить уравнение прямой, проходящей через 

точку ( )5;1A  перпендикулярно вектору ( )5;2−=n . Записать полученное 
уравнение прямой в виде уравнения прямой в отрезках и построить гра-
фик. 

7. Записать уравнение прямой l , проходящей через точку 
( )1;3;0 −−A  параллельно вектору { }1;7;3−=s , в параметрическом и канони-

ческом виде. Определить, принадлежит ли точка ( )12;4;1 −−−B  прямой l . 
8. Составить уравнение прямой 3l , проходящей через точку 

( )4;3;10 −M  перпендикулярно прямым 1l  и 2l . Вычислить угол между пря-
мыми 1l , 3l . Вычислить расстояние от точки 0M  до прямой 1l . Проверить 
условие перпендикулярности и параллельности прямых 2l , 3l . Проверить 
принадлежность прямых 1l , 2l  одной плоскости. Уравнение прямой 1l  име-
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ет вид 
2
3

4
2

3
1

−
−

=
+

=
− zyx , уравнение прямой 2l  имеет вид 

0
1

5
3

4
2 +

=
−
−

=
+ zyx . 

9. Составить уравнение прямой, проходящей через пересечение двух 

плоскостей 




=+++
=+++

08765
0432

zyx
zyx

 и точку ( )6;2;3−A . 

10.  Вычислить угол между прямой 
2
3

4
2

3
1

−
−

=
+

=
− zyx  и плоскостью 

0432 =+++ zyx . 
11.  Дано уравнение эллипса 2252549 22 =+ yx . Записать уравнение 

эллипса в каноническом виде, вычислить: длины его полуосей, координаты 
фокусов, эксцентриситет эллипса, уравнение директрис и расстояние меж-
ду ними. 

12.  Составить уравнение директрисы и параболы, симметричной от-
носительно оси Ox , имеющей вершину в начале координат, проходящей 
через точку ( )8;14 − . 
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ГЛАВА IV 
КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

 
 
 

Цели 
Иметь представление о: 
• комплексных числах и комплексной плоскости; 
• действительной, мнимой части комплексного числа; 
• различных формах записи комплексного числа; 
• действиях над комплексными числами; 
• возведении в степень и извлечении корня из комплексного числа; 
• решении алгебраических уравнений с комплексными корнями. 
Знать: 
• как изобразить на комплексной плоскости комплексное число; 
• как выделить действительную и мнимую часть комплексного 

числа; 
• действия и свойства над комплексными числами; 
• алгебраическую, тригонометрическую, показательную форму за-

писи комплексного числа; 
• формулу Муавра, формулу возведения в степень с натуральным 

показателем комплексного числа. 
Уметь: 
Находить действительную, мнимую часть комплексного числа, 

вычислять его длину, изображать графически на комплексной плоскости. 
Выполнять алгебраические операции над комплексными числами. 
Вычислять аргумент и главное значение аргумента комплексного числа. 
Записывать комплексное число в различных формах записи, возводить его в 
степень с натуральным показателем, извлекать корень. Решать 
алгебраические уравнения в комплексной области. 

 
1. ПОНЯТИЕ И ПРЕДСТАВЛЕНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ 

 

1.1.  Основные понятия 
 
Определение. Комплексным числом z  называется упорядоченная 

пара двух действительных чисел x  и y , записанных в виде iyxz += . 
Символ i  называется комплексной (мнимой) единицей, 1−=i , 
12 −=i . 
Определение. Число x  называется действительной частью 

комплексного числа z  и обозначается zx Re= . 
Определение. Число y  называется мнимой частью комплексного 
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числа z  и обозначается zx Im= . 
Если 0=x , то число iyiy =+0  называется чисто мнимым числом. 
Если 0=y , то число xix =+ 0  является действительным, т. е. 

множество всех действительных чисел является подмножеством 
множества всех комплексных чисел. 

ПРИМЕР 1.  
Найти действительную и мнимую часть комплексных чисел 

371 iz += , 542 iz +−= , 23 =z . 
РЕШЕНИЕ: 
Действительные части комплексных чисел: 7Re 1 =z , 4Re 2 −=z , 

2Re 3 =z . 
Мнимые части комплексных чисел: 3Im 1 =z , 5Re 2 =z , 0Re 3 =z . 
ОТВЕТ: Действительные части комплексных чисел 1z , 2z , 3z  равны: 

7Re 1 =z , 4Re 2 −=z , 2Re 3 =z . Мнимые части комплексных чисел 1z , 2z , 3z  
равны: 3Im 1 =z , 5Re 2 =z , 0Re 3 =z . 

Определение. Два комплексных числа iyxz +=  и iyxz −= , 
отличающиеся лишь знаком мнимой части, называются комплексно-
сопряженными. 

ПРИМЕР 2.  
Вычислить комплексно-сопряженные числа для комплексных чисел: 

821 iz += , 532 iz −= , 103 =z , 104 iz −= . 
РЕШЕНИЕ: 
У комплексных чисел необходимо сменить знак мнимой части на 

противоположный. Комплексно-сопряженные числа: 821 iz −= , 532 iz += , 
103 =z , 104 iz = . 

ОТВЕТ: Комплексно-сопряженные числа комплексных чисел 1z , 2z , 

3z , 4z  равны: 821 iz −= , 532 iz += , 103 =z , 104 iz = . 
Определение. Два комплексных числа 111 iyxz +=  и 222 iyxz +=  

называются равными тогда и только тогда, когда равны их действительные 
и мнимые части, т. е. 21 xx = , 21 yy = . 

Замечание. Комплексные числа не 
сравнивают между собой, понятие 
«больше», «меньше» для них не существует. 

 
1.2. Комплексная плоскость 

 
Любое комплексное число iyxz +=  

можно изобразить точкой ( )yxM ;  плоскости 
Oxy  декартовых координат, такой, что zx Re= , 

Рис. 1. Геометрическое 
изображение комплексного 

числа 

φ 
x x

O

y

y

M

r
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zy Im= . И наоборот. На рисунке 1 изображено комплексное число M . 
Плоскость, на которой изображаются комплексные числа, 

называется комплексной плоскостью. Число 0=z  является началом 
координат данной плоскости, ось абсцисс называется действительной 
осью, на ней лежат действительные числа. Ось ординат называется мнимой 
осью комплексной плоскости, на ней лежат чисто мнимые комплексные 
числа. 

Комплексное число iyxz +=  можно изображать с помощью радиуса-
вектора ( )yxOMr ;== . Длина вектора r , изображающего комплексное 
число z  (см. рис. 1), называется модулем этого числа и обозначается z  

или r . Модуль числа z  вычисляется по формуле 22 yxzr +== . 
ПРИМЕР 3.  
Вычислить модули комплексных чисел: 541 iz +=  и 432 iz +−= . 
РЕШЕНИЕ: 
Для комплексного числа 1z  41 =x , 51 =y , следовательно, 

41251654 22
1 =+=+=z . 

Для комплексного числа 2z  32 −=x , 42 =y , следовательно, 

( ) 52516943 22
2 ==+=+−=z . 

ОТВЕТ: Модули комплексных чисел 1z , 2z  равны: 411 =z , 52 =z . 
Определение. Величина угла (см. рис. 1) между положительным 

направлением действительной оси и вектором r , изображающим 
комплексное число, называется аргументом этого комплексного числа и 
обозначается Argz  или ϕ . 

Аргумент комплексного числа 0≠z  определяется с точностью до kπ2  
(k =0, 1± , 2± ,…). kzArgz π2arg += , где ϕ=zarg  – главное значение 
аргумента, ππ ≤<− zarg . Аргумент комплексного числа 0=z  не определен. 

Из рисунка 1 видно, что ( )
x
ytg =ϕ , следовательно,  

( )




















<<

−−







><

−+







<>>>

−







==

).y 0, xе. (т.                                                   

четверти ойкоординатн III  точеквнутренних для 

);y 0, xе. (т.                                                    

четверти ойкоординатн II  точеквнутренних для 

0);y 0, xили 0y 0, xе. (т.                                     

четвертейых координатн IV I,  точеквнутренних для 

0

0
arg

π

π
ϕ

x
yarctg

x
yarctg

x
yarctg

z

 Если точка z  лежит на действительной или мнимой оси координат, 
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то zarg  можно вычислить непосредственно из графика. 
Между множеством всех комплексных чисел и множеством точек 

комплексной плоскости устанавливается взаимно однозначное 
соответствие. 

ПРИМЕР 4.  
Комплексные числа 31 =z , 22 iz −= , 443 iz += , 314 iz +−= , 

335 iz −−=  изобразить векторами на комплексной плоскости и вычислить 
главное значение аргумента. 

РЕШЕНИЕ: 
1. Найти действительные и мнимые части комплексных чисел: 1z , 2z , 

3z , 4z , 5z . 
Действительные части комплексных чисел: 03Re 1 >== xz , 

0Re 2 == xz , 04Re 3 >== xz , 01Re 4 <−== xz , 03Re 5 <−== xz . Мнимые 
части комплексных чисел: 0Im 1 == yz , 02Im 2 <−== yz , 04Im 3 >== yz , 

03Im 4 >== yz , 03Im 5 <−== yz . 
2. Изобразить векторами комплексные числа: 1z , 2z , 3z , 4z , 5z  

(см. рис. 2). 
3. Вычислить главное значение аргумента комплексных чисел: 1z , 2z , 

3z , 4z , 5z . 

( ) 00
3
0

1 ==





= arctgarctgϕ ; 

22

πϕ −= ;          ( )
4

1
4
4

3

πϕ ==





= arctgarctg ; 

( ) πππππϕ
3
2

3
3

1
3

4 =+−=+−=+







−

= arctgarctg ; 

πππππϕ
6
5

63
3

3
3

5 −=−=−







=−








−
−

= arctgarctg . 

ОТВЕТ: Главные значения аргумента комплексных чисел 1z , 2z , 

3z , 4z , 5z  равны: 01 =ϕ , 
22

πϕ −= , 
43

πϕ = , πϕ
3
2

4 = , πϕ
6
5

5 −= . 

Рис. 2. Геометрическое 
изображение 

комплексных чисел: 
z1, z2, z3, z4, z5 

x
x 3−

O1−
3−

O

O

O

y
y

y
y

y

2−

x
x

x

3

31 =z
O

4

4

22 iz −=

443 iz +=

314 iz +−=

335 iz −−=

3

2ϕ

3ϕ

4ϕ
5ϕ
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1.3. Формы записи комплексных чисел 
 

Комплексное число может быть представлено в одной из трех форм 
записи: 

1. Алгебраическая форма записи комплексного числа iyxz += . 
В предыдущем разделе был рассмотрен переход от декартовой к 

полярной системе координат. ϕcosrx = , ϕsinry = . Тогда, подставляя эти 
значения в алгебраическую форму комплексного числа, получится 

( )ϕϕϕϕ sincossincos irirrz +⋅=+= . 
2. Тригонометрическая форма записи числа: ( )ϕϕ sincos irz +⋅= . 
При переходе от алгебраической формы записи комплексного числа 

к тригонометрической достаточно определить главное значение аргумента 
комплексного числа. 

Используя формулу Эйлера ( ) ( )( )ϕϕϕ sincos iei += , комплексное 
число можно записать в показательной форме. 

3. Показательная (экспоненциальная) форма записи комплексного 
числа: ϕirez =  или ϕiezz = . 

Функция ϕie  периодическая с периодом π2 . Для записи 
комплексного числа в показательной форме достаточно найти главное 
значение аргумента комплексного числа. 

ПРИМЕР 5.  
Записать комплексное число 22 iz +=  в тригонометрической и 

показательной форме записи. 
РЕШЕНИЕ: 
1. Вычислить модуль комплексного числа z : ( ) ( ) 2222 22 =+=z . 
2. Найти главное значение аргумента комплексного числа: 02 >=x , 

02 >=y , следовательно, ( )
4

1
2
2 πϕ ==





= arctgarctg . 

3. Записать комплексное число z  в тригонометрической форме: 















+






⋅=

4
sin

4
cos22 ππ iz . 

4. Записать комплексное число z  в показательной форме: 
422
πi

ez ⋅= . 
ОТВЕТ: Комплексное число z  в тригонометрической форме – 















+






⋅=

4
sin

4
cos22 ππ iz ; комплексное число z  в показательной 

форме – 422
πi

ez ⋅= . 
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2. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ОПЕРАЦИИ 
НАД КОМПЛЕКСНЫМИ ЧИСЛАМИ 

 
Даны комплексные числа: 111 iyxz += , 222 iyxz += , 333 iyxz += . 
1. Сумма комплексных чисел 1z  и 2z  

                                  ( ) ( )212121 yyixxzzz +++=+= . 
Свойства операции сложения комплексных чисел: 
10. Коммутативность          1221 zzzz +=+ . 
20. Ассоциативность           ( ) ( )321321 zzzzzz ++=++ . 
2. Разность комплексных чисел 1z  и 2z  

                                   ( ) ( )212121 yyixxzzz −+−=−= . 
3. Произведение комплексных чисел 1z  и 2z . 

                                      ( ) ( )2121212121 xyyxiyyxxzzz ++−=⋅= , 
или если числа ( ) ( )( )1111 sincos ϕϕ irz +⋅=  и ( ) ( )( )2222 sincos ϕϕ irz +⋅=  
заданы в тригонометрической форме, то  

                                              ( ) ( )( )21212121 sincos ϕϕϕϕ +++⋅=⋅= irrzzz . 
Свойства операции умножения комплексных чисел: 
10. Коммутативность                   1221 zzzz ⋅=⋅ . 
20. Ассоциативность                  ( ) ( )321321 zzzzzz ⋅⋅=⋅⋅ . 
30. Дистрибутивное                     ( ) 3121321 zzzzzzz ⋅+⋅=+⋅ . 
40. Деление комплексных чисел 111 iyxz +=  и 222 iyxz += . 

                                   2
2

2
2

2121
2
2

2
2

2121
2
2

21

2

2

2

1

2

1

yx
yxxyi

yx
yyxx

z
zz

z
z

z
z

z
zz

+
−

+
+
+

=
⋅

=⋅== , 

или если числа ( ) ( )( )1111 sincos ϕϕ irz +⋅=  и ( ) ( )( )2222 sincos ϕϕ irz +⋅=  
заданы в тригонометрической форме, то  

                                          ( ) ( )( )2121
2

1

2

1 sincos ϕϕϕϕ −+−⋅== i
r
r

z
zz . 

ПРИМЕР 1.  

Найти 21 2zz + , 21 3zz − , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , если 221 iz += , 232 iz −= . 

РЕШЕНИЕ: 
Используя пункты 1–5 данного раздела, находим: 

( ) 284622232222 21 iiiiizz −=−++=−⋅++=+ ; 
( ) 876922233223 21 iiiiizz +−=+−+=−⋅−+=− ; 

( ) ( ) 21042646462322 2
21 iiiiiiizz +=++=−+−=−⋅+=⋅ ; 

13
10

13
2

13
102

4669
4646

23
23

23
22

23
22

2

1 ii
ii
ii

i
i

i
i

i
i

z
z

+=
+

=
+−+
−++

=
+
+

⋅
−
+

=
−
+

= . 



 201 

ОТВЕТ: 282 21 izz −=+ ; 873 21 izz +−=− ; 21021 izz +=⋅ ; 

13
10

13
2

2

1 i
z
z

+= . 

 
Возведение комплексного числа в степень с натуральным показателем 

и извлечение корней из комплексных чисел 
 

При возведении комплексных чисел в натуральную степень 
используют формулу Муавра ( ) ( )( )ninrz nn ϕϕ sincos += . 

Корнем n -ой степени из комплексного числа z  называется 
комплексное число w , удовлетворяющее равенству zwn = . 

Для любого комплексного числа 0≠z  корень n -ой степени имеет n  
различных значений, которые вычисляются по формуле  















 +

+





 +

=
n

ki
n

kzz nn πϕπϕ 2sin2cos , где 1,...,2,1,0 −= nk . 

Точки, соответствующие значениям n z , являются вершинами 
правильного n -угольника, вписанного в окружность радиусом n zR =  с 
центром в начале координат. 

ПРИМЕР 2.  
Найти 9z , 6 z , если 31 iz −−= . 
РЕШЕНИЕ: 
1. Записать комплексное число z  в тригонометрической форме. Для 

этого необходимо вычислить модуль этого комплексного числа 

( ) ( ) 243131
22 ==+=−+−=z  и главное значение аргумента. Так как 

01<−=x , 03 <−=y , то ππππϕ
3
2

31
3

−=−=−







−
−

= arctg . 

Следовательно, 













−+






−⋅= ππ

3
2sin

3
2cos2 iz . 

2. Используя формулу Муавра, возвести комплексное число z  в 

степень ( ) ( )( ) =−+−⋅=













 ⋅−+






 ⋅−⋅= ππππ 6sin6cos29

3
2sin9

3
2cos2 999 iiz  

( ) 5122012 99 ==+⋅= i . 
Вычислить 6 z   



































 +−
+

















 +−
⋅=

6

2
3
2

sin
6

2
3
2

cos266
k

i
k

z
ππππ

;
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













 +−+






 +−⋅=

39
sin

39
cos266 kikz ππππ . 

ОТВЕТ: 5129 =z , 













 +−+






 +−⋅=

39
sin

39
cos266 kikz ππππ . 

 
3. РЕШЕНИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

В КОМПЛЕКСНОЙ ОБЛАСТИ 
 

Рассмотрим квадратное уравнение 02 =++ cbzaz , где z  –
переменная, a , b , c  – постоянные коэффициенты, причем 0≠a . 
Преобразовать квадратное уравнение, выделив в нем полный квадрат: 










 −
+






 +⋅=










+






−






+⋅⋅+⋅=++

2

2222
22

4
4

2222
2

a
bac

a
bza

a
c

a
b

a
b

a
bzzacbzaz . 

Ввести обозначение acbD 42 −= , тогда 0
42 2

2

=







−






 +⋅

a
D

a
bza , 

следовательно, 
a

Dibz
22,1

−±−
= . 

ПРИМЕР 1.  
Решить квадратное уравнение 05342 =++ zz . 
РЕШЕНИЕ: 
1. Вычислить дискриминант квадратного уравнения: 

19621216531442 −=−=⋅⋅−=D . Дискриминант меньше нуля, 
следовательно, квадратное уравнение имеет комплексные корни. 

2. Вычислить 1z , 2z : 72
12

1144
12

1964
2,1 iz ±−=

⋅
−±−

=
⋅
−±−

= . 

ОТВЕТ: 721 iz −−= , 722 iz +−= . 
 

4. ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ ПО ГЛАВЕ 
«КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА» 

 
1. Дать определение комплексного числа. 
2. Дать определение действительной и мнимой части комплексного 

числа. 
3. Дать определение чисто мнимого числа. 
4. Дать понятие комплексной единицы. 
5. Дать определение комплексно-сопряженного числа. 
6. Дать определение равных комплексных чисел. 
7. Дать понятие комплексной плоскости. Изобразить комплексное 

число на комплексной плоскости. 
8. Дать определение модуля комплексного числа и написать формулу 

его вычисления. 
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9. Дать определение аргумента комплексного числа и главного 
значения аргумента комплексного числа. 

10. Записать комплексное число в различных формах записи. 
11. Перечислить алгебраические операции над комплексными 

числами и их свойства. 
12. Рассказать алгоритм возведения комплексного числа в степень с 

натуральным показателем. 
13. Рассказать алгоритм извлечения корня из комплексного числа. 
14. Рассказать алгоритм решения алгебраического уравнения в 

комплексной плоскости. 
 

5. ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 
 

ВАРИАНТ № 1 
1. Даны комплексные числа iz 771 +−=  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 2zz + , 21 zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 6
1z , 8

1z . 
 

ВАРИАНТ № 2 
1. Даны комплексные числа iz 771 +=  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 2zz + , 21 zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 10
1z , 6

1z . 
 

ВАРИАНТ № 3 
1. Даны комплексные числа iz 3331 +=  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 3zz + , 21 2zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 30
1z , 4

1z . 
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ВАРИАНТ № 4 
1. Даны комплексные числа 81 =z  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 1Re z , 

1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 4zz + , 21 zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 30
1z , 5

1z . 
 

ВАРИАНТ № 5 
1. Даны комплексные числа iz 3261 +=  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 5zz + , 21 4zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 15
1z , 7

1z . 
 

ВАРИАНТ № 6 
1. Даны комплексные числа iz 221 +−=  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 6zz + , 21 3zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 100
1z , 9

1z . 
 

ВАРИАНТ № 7 
1. Даны комплексные числа iz 3221 +−=  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 7zz + , 21 2zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 15
1z , 10

1z . 
 

ВАРИАНТ № 8 
1. Даны комплексные числа iz 661 −=  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 8zz + , 21 zz − . 
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2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 14
1z , 3

1z . 
 

ВАРИАНТ № 9 
1. Даны комплексные числа iz 3441 −=  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 zz + , 21 zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 15
1z , 8

1z . 
 

ВАРИАНТ № 10 
1. Даны комплексные числа 31 −=z  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 1Re z , 

1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 2zz + , 21 zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 25
1z , 6

1z . 
 

ВАРИАНТ № 11 
1. Даны комплексные числа iz 31 =  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 1Re z , 

1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 221 zz + , zz 21 − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 20
1z , 4

1z . 
 

ВАРИАНТ № 12 
1. Даны комплексные числа iz 331 +=  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 3zz + , 21 zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 9
1z , 5

1z . 



 206 

ВАРИАНТ № 13 
1. Даны комплексные числа iz 34121 +−=  и iz 232 += . Найти: 

1Im z , 1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 zz + , 213 zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 6
1z , 7

1z . 
 

ВАРИАНТ № 14 
1. Даны комплексные числа iz 3391 −−=  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 zz + , 21 3zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 6
1z , 9

1z . 
 

ВАРИАНТ № 15 
1. Даны комплексные числа iz 331 +=  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 4zz + , 21 zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 30
1z , 10

1z . 
 

ВАРИАНТ № 16 
1. Даны комплексные числа iz 3661 −−=  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 zz + , 21 4zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 12
1z , 2

1z . 
 

ВАРИАНТ № 17 
1. Даны комплексные числа 21 =z  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 1Re z , 

1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 5zz + , 21 zz − . 
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2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 20
1z , 3

1z . 
 

ВАРИАНТ № 18 
1. Даны комплексные числа iz 331 =  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 zz + , 21 5zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 12
1z , 4

1z . 
 

ВАРИАНТ № 19 
1. Даны комплексные числа iz 311 +−=  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 6zz + , 21 zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 30
1z , 5

1z . 
 

ВАРИАНТ № 20 
1. Даны комплексные числа iz 3441 −=  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 zz + , 21 6zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 21
1z , 6

1z . 
 

ВАРИАНТ № 21 
1. Даны комплексные числа iz 441 −=  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 7zz + , 21 zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 20
1z , 7

1z . 
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ВАРИАНТ № 22 
1. Даны комплексные числа iz 81 −=  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 1Re z , 

1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 zz + , 21 7zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 9
1z , 8

1z . 
 

ВАРИАНТ № 23 
1. Даны комплексные числа 21 −=z  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 1Re z , 

1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 8zz + , 21 zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 10
1z , 9

1z . 
 

ВАРИАНТ № 24 
1. Даны комплексные числа iz 3261 −=  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 zz + , 21 8zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 4
1z , 10

1z . 
 

ВАРИАНТ № 25 
1. Даны комплексные числа iz 351 =  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 9zz + , 21 zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 15
1z , 11

1z . 
 

ВАРИАНТ № 26 
1. Даны комплексные числа iz 331 −=  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 zz + , 21 9zz − . 
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2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 6
1z , 12

1z . 
 

ВАРИАНТ № 27 
1. Даны комплексные числа 41 =z  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 1Re z , 

1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 213 zz + , 21 zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 15
1z , 13

1z . 
 

ВАРИАНТ № 28 
1. Даны комплексные числа iz 221 +=  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 zz + , 213 zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 16
1z , 14

1z . 
 

ВАРИАНТ № 29 
1. Даны комплексные числа iz −=1  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 1Re z , 

1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 212 zz + , 21 zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 6
1z , 15

1z . 
  

ВАРИАНТ № 30 
1. Даны комплексные числа iz 10101 +−=  и iz 232 += . Найти: 1Im z , 

1Re z , 1z , 1z , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , 21 7zz + , 21 34 zz − . 

2. Записать число 1z  в алгебраической, тригонометрической и пока-
зательной форме. Изобразить число 1z  графически. 

3. Вычислить 9
1z , 35

1z . 
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ГЛАВА V 
НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

 
 
 
Цели 
Иметь представление о: 
• первообразной функции и неопределенном интеграле; 
• геометрическом смысле неопределенного интеграла; 
• свойствах неопределенного интеграла; 
• основных методах вычисления неопределенного интеграла и в 

каких случаях они применяются; 
• интегрировании некоторых классов элементарных функций; 
• «неберущихся» интегралах. 
Знать: 
• геометрический смысл неопределенного интеграла; 
• таблицу основных неопределенных интегралов; 
• методы и алгоритмы вычисления неопределенных интегралов. 
Уметь: 
Вычислять неопределенные интегралы от любой функции, выбирать 

рациональный метод интегрирования подынтегральной функции. 
 
1. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ И ПЕРВООБРАЗНАЯ 

 
1.1.  Определения 

 
Интегральное исчисление решает задачу нахождения функции ( )xF , 

если известна ее производная ( ) ( )xfxF =′ . 
Определение. Функция F(x) называется первообразной функцией для 

функции f(x) на интервале (a; b), если в любой точке этого интервала 
функция F(x) дифференцируема и имеет производную F′(x), равную f(x), 

т. е. F′=f(x) или d(F(x))=f(x)dx. 
Замечание. Любая первообразная F(x) для функции f(x) на интервале 

(a; b) непрерывна на этом интервале. 
ПРИМЕР 1. 

Функция F(x)=x5 является первообразной для функции ( )
6

6xxf = . 

ПРИМЕР 2. 
Функция ( ) ( )xxF arcsin=  является первообразной для функции 

( )
21

1
x

xf
−

= . 
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Теорема 
Если функция F(x) является первообразной функции f(x) на интерва-
ле (a; b), то множество всех первообразных для функции f(x) задается 
формулой F(x)+C, где C – постоянное число. 
Определение. Совокупность всех первообразных функций для дан-

ной функции f(x) на интервале (a; b) называется неопределенным интегра-
лом от функции f(x) на этом интервале и обозначается ( )dxxf∫ . 

( ) ( )∫ += CxFdxxf . 
f(x) называется подынтегральной функцией, f(x)dx – подынтеграль-

ным выражением, x – переменной интегрирования, ∫ – знак неопределен-
ного интеграла. 

Знак ∫ называется знаком неопределенного интеграла, так как дей-
ствие, обратное дифференцированию, многозначно, т. е. сопровождается 
неопределенностью. В формулу вычисления неопределенного интеграла 
входит постоянная величина C , т. е. геометрически неопределенный инте-
грал представляет собой семейство «параллельных» кривых ( ) CxFy +=  
(см. рис. 1), где каждому числовому значению C  соответствует опреде-
ленная кривая семейства. График каждой первообразной называется инте-
гральной кривой. 

Определение. Вычисление неопределенного интеграла от заданной 
функции называется интегрированием. 

 

x

y

O

( ) 1CxFy +=

( ) 2CxFy +=

( ) 3CxFy +=

( ) 4CxFy +=

Рис. 1. Семейство интегральных кривых 
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1.2. Свойства неопределенных интегралов 
 

10. ( )( ) ( )xfdxxf =
′

∫ . 
20. ( )( ) ( )dxxfdxxfd =∫ . 
30. ( ) ( ) CxFxdF +=∫ . 
40. ( ) ( )dxxfkdxxfk ∫∫ ⋅=⋅ . 
50. ( ) ( )( ) ( ) ( )dxxgdxxfdxxgxf ∫∫∫ ±=± . 
60. Если ( ) ( ) CxFdxxf +=∫  и ( )xu ϕ= , то ( ) ( ) CuFduuf +=∫ . 

70. ( ) ( ) CbaxF
a

dxbaxf ++=+∫
1 , 0≠a . 

Функции ( )xf , ( )xg , ( )xϕ , ( )uf  – непрерывные дифференцируемые 
функции, C , a , b , k  – константы, x, u – переменные интегрирования. 
Свойства 1–7 следуют из определения неопределенного интеграла. 

 
1.3.  Таблица основных неопределенных интегралов 

 
Интегрирование является действием, обратным дифференцирова-

нию. Следовательно, зная таблицу производных и используя свойства не-
определенного интеграла, можно получить таблицу неопределенных инте-
гралов. 

1. ∫ −≠+
+

=
+

1,
1

1

nC
n
xdxx

n
n ;    Cdx =∫0 ; 

2. ∫ ≠<+= 10,
ln

aC
a

adxa
x

x ;      ∫ += Cedxe xx ; 

3. 0,ln ≠+=∫ xCx
x

dx ; 

4. ( ) ( )∫ +−= Cxdxx cossin ; 
5. ( ) ( )∫ += Cxdxx sincos ; 

6. ( ) ( ) Ζ∈+≠+=∫ kkxCxtg
x

dx ,
2

,
cos2

ππ ; 

7. ( ) ( ) Ζ∈≠+−=∫ kkxСxctg
x

dx ,,
sin 2

π ; 

8. 0,arccosarcsin 122
>+






−=+






=

−∫ aC
a
xC

a
x

xa
dx ; 

9. ( ) 0,1
122

≠+−=+





=

+∫ aCxarcctgC
a
xarctg

axa
dx ; 
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10. 0,,ln
2
1

22
≠+

−
+

=
−∫ aC

xa
xa

axa
dx ; 

11. 0,ln 22

22
≠+++=

+∫ aCaxx
ax

dx ; 

12. 0,ln 22

22
≠+−+=

−∫ aCaxx
ax

dx ; 

13. ( ) ( )∫ += Cxchdxxsh ; 
14. ( ) ( )∫ += Cxshdxxch ; 

15. ( ) ( )∫ += Cxth
xch

dx
2

; 

16. ( ) ( )∫ ≠+−= 0,
2

xCxcth
xsh

dx . 

C – константа интегрирования. 
ПРИМЕР 3.  
Вычислить интеграл ( )∫ ++ dxxx 386 2 . 
РЕШЕНИЕ: 
1. Данный интеграл суммы представить в виде суммы интегралов 

(см. свойство 5)                      ( )∫ ∫ ∫ ∫++=++ dxxdxdxxdxxx 386386 22 . 
2. В каждом интеграле вынести за знак интеграла множитель-

константу (см. свойство 4)     ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫++=++ dxxdxdxxdxxdxdxx 386386 22 . 
3. Для вычисления полученных интегралов использовать табличный 

интеграл 1 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ +++=+++=++=++ CxxxCxxxdxxdxdxxdxxdxdxx 3423
2

8
3

6386386 23
23

22 . 

ОТВЕТ: ( ) Cxxxdxxx +++=++∫ 342386 232 . 
ПРИМЕР 4.  

Вычислить интеграл ∫
+− dx

x
xx

3 2

4 54 . 

РЕШЕНИЕ: 
1. Подынтегральную функцию разложить на три более простые 

функции 
3 23 23 2

4

3 2

4 5454
xx

x
x

x
x
xx

+−=
+− . 

2. Преобразовать дроби, записав их в степенные функции 
3
2

3
1

3
10

3 23 23 2

4

5454 −
+−=+− xxx

xx
x

x
x . 

3. Интеграл суммы (разности) представить в виде суммы (разности) 
интегралов (см. свойство 5)  
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∫∫∫∫
−−

+−=





 +− dxxdxxdxxdxxxx 3

2
3
1

3
10

3
2

3
1

3
10

5454 . 

4. Вынести за знак интеграла множитель-константу (см. свойство 4) 

∫ ∫ ∫∫∫∫
−−

+−=+− dxxdxxdxxdxxdxxdxx 3
2

3
1

3
10

3
2

3
1

3
10

5454 . 
5. Для вычисления полученных интегралов использовать табличный 

интеграл 1 

CxxxCxxxdxxdxxdxx ++−=++−=+−∫ ∫ ∫
−

33 43 13
3
1

3
4

3
13

3
2

3
1

3
10

153
13
3

3
15

3
44

3
1354 . 

ОТВЕТ: Cxxxdx
x
xx

++−=
+−

∫ 33 43 13

3 2

4

153
13
354 . 

ПРИМЕР 5.  
Вычислить интеграл ( ) ( )( )∫ ++ dxxx 2sin32cos4 . 
РЕШЕНИЕ: 
1. Интеграл суммы представить в виде суммы интегралов 

(см. свойство 5)     ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ++=++ dxxdxxdxxx 2sin32cos42sin32cos4 . 
2. В каждом интеграле вынести за знак интеграла множитель-

константу (см. свойство 4) 
( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∫ ++=++ dxxdxxdxxdxx 2sin32cos42sin32cos4 . 
3. Для вычисления полученных интегралов использовать свойство 7 

и таблицу интегралов 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )−+=+
−

++=++∫ ∫ 2sin4
2

2cos32sin42sin32cos4 xCxxdxxdxx  

( ) Cx +− 2cos
2
3 . 

ОТВЕТ: ( ) ( )( ) ( ) ( ) Cxxdxxx +−+=++∫ 2cos
2
32sin42sin32cos4 . 

 
2. ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ 

НЕОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 
 

В интегральном исчислении не существует простых и универсаль-
ных правил вычисления первообразных от элементарных функций. Мето-
ды интегрирования функции сводятся к указанию приемов, приводящих 
искомый интеграл к табличному. 
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2.1.  Метод непосредственного интегрирования 
в неопределенном интеграле 

 
Определение. Метод интегрирования, при котором данный интеграл 

путем тождественных преобразований подынтегральной функции или вы-
ражения и применения свойств неопределенного интеграла приводится к 
одному или нескольким табличным интегралам, называется непосред-
ственным интегрированием. 

При сведении решаемого интеграла к табличному интегралу исполь-
зуется инвариантность формул интегрирования, т. е. подынтегральное вы-
ражение преобразуется таким образом, чтобы под знаком дифференциала 
находилась та же функция, что и в основной подынтегральной функции. 

ПРИМЕР 1.  
Вычислить интеграл ( ) ( )∫ ⋅ dxxx sincos . 
РЕШЕНИЕ: 
1. Внести под знак дифференциала ( )xcos  и воспользоваться свой-

ством 6                       
( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( )( )∫∫ ===⋅ xdxxddxxdxxx sinsinsincossincos . 

2.  Сделать замену ( ) tx =sin  ( ) ( )( ) ( )
( )( ) dtt

dtxd
tx

xdx ∫∫ =








=
=

=
sin

sin
sinsin . 

3. Для вычисления полученного интеграла использовать табличный 

интеграл 1                                                               ∫ += Cttdt
2

2

. 

4. Вернуться к исходной переменной x       ( ) Cxt
+=

2
sin

2

22

. 

ОТВЕТ: ( ) ( ) ( ) Cxdxxx +=⋅∫ 2
sinsincos

2

. 

ПРИМЕР 2.  

Вычислить интеграл ∫ +
dx

x
x

41
. 

РЕШЕНИЕ: 
1. В числителе внести под знак дифференциала x  и использовать 

свойство 6                                     ( ) ( )
∫∫ +

⋅=






 ==

+ 4

2
2

4 12
1

2
1

1 x
xdxdxdxdx

x
x . 

2. В интеграле вынести за знак интеграла множитель-константу 

(см. свойство 4)                            ( ) ( )
∫∫ +

=
+

⋅
4

2

4

2

12
1

12
1

x
xd

x
xd . 

3. Сделать замену tx =2     ( )
( ) ∫∫ +

=








=

=
=

+ 22

2

4

2

12
1

12
1

t
dt

dtxd
tx

x
xd . 
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4. Для вычисления полученного интеграла использовать табличный 

интеграл 11                                   ( ) Ctt
t

td
+++=

+∫ 2

2
1ln

2
1

12
1 . 

5. Вернуться к исходной переменной x  

CxxCtt +++=+++ 422 1ln
2
11ln

2
1 . 

ОТВЕТ: Cxxdx
x

x
+++=

+∫ 42

4
1ln

2
1

1
. 

 
2.2. Метод интегрирования подстановкой (заменой переменной)  

в неопределенном интеграле 
 

Метод вычисления интегралов основан на введении новой перемен-
ной интегрирования, т. е. подстановки. Благодаря подстановке исходный 
интеграл упрощается и приводится к табличному интегралу. 

Пусть необходимо вычислить интеграл ( )dxxf∫ . Если сделать под-
становку ( )tx ϕ= , тогда ( )dttdx ϕ′= , то формула интегрирования подста-
новкой примет вид: ( ) ( )( ) ( )dtttfdxxf ∫∫ ′⋅= ϕϕ , где ( )tϕ  – непрерывная, 
дифференцируемая функция. После вычисления неопределенного интегра-
ла необходимо перейти к исходной переменной. Формулу интегрирования 
подстановкой можно применять как слева направо, так и справа налево. 

ПРИМЕР 3.  

Вычислить интеграл ( )dx
x
x

∫
ln . 

РЕШЕНИЕ: 
1. Сделать замену ( ) tx =ln  

( ) ( )

( )( ) ∫∫ =












=→=

=
= tdt

dt
x

dx
x

dxxd

tx
dx

x
x

ln

ln
ln . 

2. Для вычисления полученного интеграла использовать табличный 

интеграл 1 ∫ += Cttdt
2

2

. 

3. Вернуться к исходной переменной x           C
x

Ct
+=+

2
ln

2

22

. 

ОТВЕТ: ( ) C
x

dx
x
x

+=∫ 2
lnln 2

. 

ПРИМЕР 4. 
Вычислить интеграл ( )dxxx∫ 32 cos . 
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РЕШЕНИЕ: 

1. Сделать замену tx =3     ( ) ( ) ( )∫∫ =












=
=

=
= dtt

dtdxx
dxxxd

tx
dxxx cos

3
1

3
3cos

2

23

3

32 . 

2. В интеграле вынести за знак интеграла множитель-константу 

(см. свойство 4)                          ( ) ( )dttdtt ∫∫ = cos
3
1cos

3
1 . 

3. Для вычисления полученного интеграла использовать табличный 

интеграл 5                                   ( ) ( ) Ctdtt +=∫ sin
3
1cos

3
1 . 

4. Вернуться к исходной переменной x         ( ) ( ) CxCt +=+ 3sin
3
1sin

3
1 . 

ОТВЕТ: ( ) ( ) Cxdxxx +=∫ 332 sin
3
1cos . 

ПРИМЕР 5.  

Вычислить интеграл ∫ + xx
dx . 

РЕШЕНИЕ: 
1. Сделать замену tx =  

( ) ( ) ∫ ∫∫ +
=

+
=













==

=→=
=

+ 1
22

2 22

2

t
dt

tt
tdt

tdttdxd
txtx

xx
dx . 

2. Использовать свойства 4, 7 

 ( )
∫ ∫ ∫ ++=

+
+

=
+

=
+

Ct
t
td

t
dt

t
dt 1ln2

1
12

1
2

1
2 . 

3. Вернуться к исходной переменной x  CxCt ++=++ 1ln21ln2 . 

ОТВЕТ: Cx
xx

dx
++⋅=

+∫ 1ln2 . 

 
2.3. Метод интегрирования по частям 

неопределенного интеграла 
 

Пусть ( )xuu = , ( )xvv =  – непрерывные дифференцируемые функции, 
тогда ( ) duvdvuuvd ⋅+⋅= . Проинтегрировать левую и правую часть 

( ) ∫∫∫ ⋅+⋅= duvdvuuvd  или ∫∫ −⋅= vduvuudv  – формула интегрирования 
по частям. 

При интегрировании по частям подынтегральное выражение заданного 
интеграла представляется в виде произведения u  и dv . После вычисляются v  
и du , полученный результат подставляют в формулу интегрирования по ча-
стям. Иногда формулу интегрирования по частям используют несколько раз. 
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Ниже рассмотрены некоторые типы интегралов, которые можно вы-
числить методом интегрирования по частям. 

1) Для интегралов вида: ( ) dxexP kx∫ ⋅ , ( ) ( )∫ ⋅ dxkxxP sin , 

( ) ( )∫ ⋅ dxkxxP cos , где ( )xP  – многочлен, k  – константа 0≠k  функция 
( )xPu = , а dv  – остальная часть сомножителя. 
ПРИМЕР 6.  
Вычислить интеграл ( )∫ ⋅ dxxx 3cos . 
РЕШЕНИЕ: 
1. Пусть xu = , тогда ( )dxxdv 3cos= . 

2. Вычислить du , v : dxdu = , ( )xv 3sin
3
1

= . 

3. Применить формулу интегрирования по частям 

( )
( )

( )
( ) ( )∫∫ =+−⋅=













==

==
=⋅ Cdxxxx

xvdxdu

dxxdvxu
dxxx 3sin

3
13sin

3
1

3sin
3
1;

3cos;
3cos  

( ) ( )
19

3cos
3

3sin Cxxx
++

⋅
= . 

ОТВЕТ: ( ) ( ) ( )
19

3cos
3

3sin3cos Cxxxdxxx ++
⋅

=⋅∫ . 

2) Для интегралов вида: ( ) ( )dxkxxP∫ ⋅ ln , ( ) ( )∫ ⋅ dxkxxP arcsin , 
( ) ( )∫ ⋅ dxkxxP arccos , ( ) ( )∫ ⋅ dxkxarctgxP , ( ) ( )∫ ⋅ dxkxarcctgxP , где ( )xP  – 

многочлен, k  – константа 0≠k . Выражение ( ) dvdxxP = , а u  – остальная 
часть сомножителя. 

ПРИМЕР 7.  

Вычислить интеграл ( )dx
x
x

∫
ln . 

РЕШЕНИЕ: 

1. Пусть ( )xu ln= , тогда 
x

dxdv = . 

2. Вычислить du , v : 
x

dxdu = , xv 2= . 

3. Применить формулу интегрирования по частям 

( ) ( )
( ) ∫∫ =+⋅−⋅=

















==

==
=

−

C
x

dxxxx
xv

x
dxdu

dxxdvxu
dx

x
x 2ln2

2;

;lnln
2
1

( ) ( ) 1
2
1

4ln22ln2 CxxxCdxxxx +−⋅=+−⋅= ∫
−

. 



 219 

ОТВЕТ: ( ) ( ) 14ln2ln Cxxxdx
x
x

+−⋅=∫ . 

3) Для интегралов вида: ( )dxxakx∫ ⋅ αsin , ( )dxxakx∫ ⋅ αcos , где k , α , 
a  – константы (α , k , 0≠a ), функция kxau = , а dv  – остальная часть 
сомножителя. При интегрировании по частям дважды интеграл сводится 
сам к себе. 

ПРИМЕР 8. 
Вычислить интеграл ( )dxxe x∫ ⋅ 3cos2 . 
РЕШЕНИЕ: 
1. Пусть xeu 2= , тогда ( )dxxdv 3cos= . 

2. Вычислить du , v : dxedu x22 ⋅= , ( )xv 3sin
3
1
⋅= . 

3. Применить формулу интегрирования по частям 

( )
( )

( )
( ) ( )∫∫ +⋅−⋅=













==

==
=⋅ dxexxe

xvdxedu

dxxdveu
dxxe xx

x

x

x 22

2

2

2 23sin
3
1

3
3sin

3sin
3
1;2

3cos;
3cos

( ) ( ) CdxxexeC x
x

+⋅−
⋅

=+ ∫ 3sin
3
2

3
3sin 2

2

. 

4. Применить формулу интегрирования по частям повторно 

( ) ( )
( )

( )
=













⋅−==

==
=+⋅−

⋅
∫ xvdxedu

dxxdveu
Cdxxexe

x

x

x
x

3cos
3
1;2

3sin;
3sin

3
2

3
3sin

2

2

2
2

( ) ( ) ( ) ( )
+

⋅
=+






 ⋅−−−−

⋅
= ∫ 3

3sin2
3
3cos

3
3cos

3
2

3
3sin 2

1
22

2 xeCdxexxexe x
xx

x

 

( ) ( ) 1
22 3cos

9
43cos

9
2 Cdxxexe xx +−+ ∫ . 

5. С правой стороны получен исходный интеграл с множителем-
константой. Перенести его в левую часть и привести подобные слагаемые 

( ) ( ) ( ) ( ) 1
2

2
22 3cos

9
2

3
3sin3cos

9
43cos Cxexedxxedxxe x

x
xx ++

⋅
=+ ∫∫ ; 

( ) ( ) ( ) 1
2

2
2 3cos

9
2

3
3sin3cos

9
13 Cxexedxxe x

x
x ++

⋅
=∫ . 

6. Вычислить исходный интеграл 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 2

2

1
2

2
2 3cos23sin3

13
3cos

9
2

3
3sin

13
93cos CxxeCxexedxxe

x
x

x
x ++=







 ++
⋅

=∫ . 

ОТВЕТ: ( ) ( ) ( )( ) 2

2
2 3cos23sin3

13
3cos Cxxedxxe

x
x ++=∫ . 
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4) Для интегралов вида: ( )( )dxkx∫ lncos . ( )( )dxkx∫ lnsin , где k  – кон-
станта ( 0≠k ), dxdv = , а u  – остальная часть сомножителя. При интегри-
ровании по частям дважды интеграл сводится сам к себе. 

ПРИМЕР 9.  
Вычислить интеграл ( )( )dxx∫ 7lncos . 
РЕШЕНИЕ: 
1. Пусть ( )( )xu 7lncos= , тогда dxdv = . 

2. Вычислить du , v : ( )( )dx
x

xdu 7lnsin
−= , xv = . 

3. Применить формулу интегрирования по частям 

( )( )
( )( )

( )( ) ( )( ) +⋅=












=−=

==
=∫ xx

xvdx
x

xdu

dxdvxu
dxx 7lncos

;7lnsin
;7lncos

7lncos

( )( ) ( )( ) ( )( )∫∫ ++⋅=+⋅+ CdxxxxCdx
x

xx 7lnsin7lncos7lnsin . 

4. Применить формулу интегрирования по частям повторно 

( )( ) ( )( )
( )( )
( )( ) =













==

==
=++⋅ ∫ xvdx

x
xdu

dxdvxu
Cdxxxx

;7lncos
;7lnsin

7lnsin7lncos

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )+⋅=+⋅−⋅+⋅= ∫ xxCdx
x

xxxxxx 7lncos7lncos7lnsin7lncos 1  

( )( ) ( )( ) 17lncos7lnsin Cdxxxx +−⋅+ ∫ . 
5. С правой стороны получен исходный интеграл. Перенести его в 

левую часть и привести подобные слагаемые 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 17lncos7lnsin7lncos7lncos Cdxxxxxxdxx +−⋅+⋅= ∫∫ ; 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 17lnsin7lncos7lncos2 Cxxxxdxx +⋅+⋅=∫ . 

6. Вычислить исходный интеграл 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) 27lnsin7lncos
2

7lncos Cxxxdxx ++⋅=∫ . 

ОТВЕТ: ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) 27lnsin7lncos
2

7lncos Cxxxdxx ++⋅=∫ . 
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3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ 
ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ 

 
3.1.  Интегрирование дробей, содержащих квадратный трехчлен 

 

Интеграл ∫ ++ cbxax
dx

2
, где 042 <− acb , a , b , c  – константы, x  – 

переменная, решается методом интегрирования подстановкой. 

=



















=−

==+
=
















 −+





 +⋅

=
++ ∫∫

2
2

2

2

222

4

;
2

42
q

a
b

a
c

dtdxt
a

bx

a
b

a
c

a
bxa

dx
cbxax

dx

C
bac
baxarctg

bac
C

q
tarctg

qaqt
dt

a
+








−
+

⋅
−

=+







⋅⋅=

+
⋅= ∫ 2222 4

2
4

2111 . 

ПРИМЕР 1.  

Вычислить интеграл dx
xx∫ ++ 432

1
2

. 

РЕШЕНИЕ: 
1. Выделить в знаменателе полный квадрат 









+






 +⋅=






 +⋅+⋅=++

16
23

4
32

2
4

2
32432

2
22 xxxxx . 

2. Вычислить интеграл 

=












=

=+
=









+






 +⋅

=
++ ∫∫

dtdx

tx
dx

x
dx

xx
4
3

16
23

4
32

1
432

1
22

 

=+





⋅=+



















⋅⋅=
+

⋅= ∫ CtarctgCtarctg
t

dt
23
4

23
2

16
23

16
23
1

2
1

16
232

1
2

( ) CxarctgCtarctg +






 +
⋅=+








=

23
3423

23
232

23
234

23
232 . 

ОТВЕТ: ( ) Cxarctgdx
xx

+






 +
⋅=

++∫ 23
3423

23
232

432
1

2
. 

Интеграл ∫ ++ cbxax
dx

2
, где 042 >− acb , a , b , c  – константы, x  – 

переменная, решается методом интегрирования подстановкой. 
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=



















=+−

==+
=
















 +−−





 +⋅

=
++ ∫∫

2
2

2

2

222

4

;
2

42
q

a
b

a
c

dtdxt
a

bx

a
b

a
c

a
bxa

dx
cbxax

dx

C
baxacb
baxacb

acb
C

tq
tqLn

qaqt
dt

a
+

−−−
++−

⋅
−

−=+
−
+

⋅−=
−

⋅= ∫ 24
24ln

4
1

2
111

2

2

222
. 

ПРИМЕР 2.  

Вычислить интеграл dx
xx∫ −+ 123

1
2

. 

РЕШЕНИЕ: 
1. Выделить в знаменателе полный квадрат 









−






 +⋅=






 −+⋅=−+

9
4

3
13

3
123123

2
22 xxxxx . 

2. Вычислить интеграл 

=












=

=+
=







+






 +−

⋅−=









−






 +⋅

=
−+ ∫∫∫

dtdx

tx
dx

x
dx

x
dx

xx
3
1

3
2

3
1

1
3
1

9
4

3
13

1
123

1
2222

 

=+
−−
++

⋅−=+
−
+

⋅−=+
−

+
⋅

⋅
⋅−=

−







−= ∫ C
x
xC

t
tC

t

t

t

dt
132
132ln

4
1

32
32ln

4
1

3
2
3
2

ln

3
22

1
3
1

3
23

1

2
2

C
x

x
+

−
+

⋅−=
31

33ln
4
1 . 

ОТВЕТ: C
x

xdx
xx

+
−
+

⋅−=
−+∫ 31

33ln
4
1

123
1

2
. 

 

Интеграл dx
cbxax

NMx
∫ ++

+
2

, где 042 <− acb , M , N , a , b , c  – констан-

ты, x  – переменная, решается методом интегрирования подстановкой, а 
после раскладывается на сумму двух интегралов. 

=



















−==

−==+
=
















 −+





 +⋅

+
=

++
+

∫∫
2

2
2

2

222

4
;

2
;

2

42 a
b

a
cqdtdx

a
btxt

a
bx

dx

a
b

a
c

a
bxa

NMxdx
cbxax

NMx
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( )
∫∫∫∫ +

+
+

⋅=
+

⋅






 −

+
+

⋅=
+

+





 −⋅

⋅= 22

22

222222 2
221

qt
qtd

a
M

qt
dt

a
a

MbN

qt
tdt

a
Mdt

qt

N
a

btM

a

C
bac
baxarctg

baca
MbaNcbxax

a
M

qt
dt

a
MbaN

+







−
+

⋅
−

−
+++⋅=

+
⋅

−
+ ∫ 22

2
222 4

2
4

2ln
22

2 . 

Интеграл dx
cbxax

NMx
∫ ++

+
2

, где 042 >− acb , M , N , a , b , c  – констан-

ты, x  – переменная, решается методом интегрирования подстановкой, а 
после раскладывается на сумму двух интегралов. 

=



















+−==

−==+
=
















 +−−





 +⋅

+
=

++
+

∫∫
2

2
2

2

222

4
;

2
;

2

42 a
b

a
cqdtdx

a
btxt

a
bx

dx

a
b

a
c

a
bxa

NMxdx
cbxax

NMx

( )
∫∫∫∫ +

−
−

⋅=
−

⋅





 −+

−
⋅=

−

+





 −⋅

⋅= 22

22

2222222 22
21

qt
qtd

a
M

qt
dt

a
Mb

a
N

qt
tdt

a
Mdt

qt

N
a

btM

a

=+
−
+

⋅⋅
−

−++⋅=
−

⋅
−

+ ∫ C
tq
tq

qa
MbaNcbxax

a
M

qt
dt

a
MbaN ln

2
1

2
2ln

22
2

2
2

222
 

C
baxacb
baxacb

acba
aNMbcbxax

a
M

+
−−−
++−

⋅
−⋅

−
+++⋅=

24
24ln

42
2ln

2 2

2

2

2 . 

Интеграл ( ) dx
cbxax

NMx
n∫ ++

+
2

, где 042 <− acb . M , N , a , b , c , n  – 

константы, x  – переменная, 2≥n , решается методом интегрирования под-
становкой, а после раскладывается на разность двух интегралов. 

Выделить в знаменателе полный квадрат 

( ) 














 −+





 +⋅=++ 2

22
2

42 a
b

a
c

a
bxacbxax  и сделать подстановку 

a
bxt
2

+= . 

( ) =



















==−

−=→+=
=
















 −+





 +

+
⋅=

++
+

∫∫
dtdxq

a
b

a
c

a
btx

a
bxt

dt

a
b

a
c

a
bx

NMx
a

dx
cbxax

NMx
nnn

2
2

2

2

222

4

22

42

1

 ( ) ( ) ( ) −
+

=
+







 −+

⋅=
+

+





 −⋅

= ∫∫∫ dt
qt

t
a
Mdt

qt
a

MbNMt

a
dt

qt

N
a

btM

a nnnnnn 222222

2121  
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( ) dt
qta

MbaN
nn ∫ +

−
−

+ 221

1
2

2 ; 

вычислить поочередно оба интеграла 

( )
( )
( )

( )( )

( ) C
n
qt

qt
qtddt

qt
t n

nn +
+−

+
⋅=

+
+

⋅=
+

+−

∫∫ 12
1

2
1 122

22

22

22
; 

( )
( )
( )

( )
( ) ( ) =

+
⋅−

+
+

⋅=
+

−+
⋅=

+ ∫∫∫∫ dt
qt

t
q

dt
qt
qt

q
dt

qt
tqt

q
dt

qt nnnn 22

2

222

22

222

222

222

1111

( ) ( ) dt
qt

t
q

dt
qtq nn ∫∫ +

⋅−
+

⋅= − 22

2

21222

111 ; 

второй полученный интеграл проинтегрировать по частям 

( ) ( ) ( )
( )
( ) +

+−
+⋅

−
+

=
+

⋅−
+

+−

−− ∫∫∫ 12
11111

2

122

122222

2

21222 nq
qttdt

qtq
dt

qt
t

q
dt

qtq

n

nnn

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) C
qtnq

tdt
qtnq

ndt
qtnq nnn +

+⋅+−
−

+−
−

=
+−

+ −−− ∫∫ 122212221222 12
1

12
231

12
1 , 

таким образом интеграл 
( )∫ +

dt
qt

t
n22

 выражается через интеграл 

( )∫ −+
dt

qt
t

n 122
. 

 
3.2. Интегрирование рациональной функции 

в неопределенном интеграле 
 

Определение. Функция вида ( ) nn
nn

n axaxaxaxP ++++= −
−

1
1

10 ... , где 
n – натуральное число, ia  ( ni ,0= ) – постоянные коэффициенты, называет-
ся многочленом или целой рациональной функцией. 

Число n называется степенью многочлена. 
Определение. Корнем многочлена называется такое значение 0x  пе-

ременной x , при котором многочлен обращается в нуль. 
Определение. Дробно-рациональной называется функция вида 

( ) ( )
( ) mm

mm
nn

nn

m

n

bxbxbxb
axaxaxa

xQ
xPxf

++++
++++

==
−

−
−

−

1
1

10

1
1

10

...

... , где ( )xPn  – многочлен n-ой сте-

пени, ( )xQm  – многочлен m-ой степени, 00 ≠a , 00 ≠b . 
Интегрирование дробно-рациональных дробей сводится к трем эта-

пам: 
1. Определить, является дробно-рациональная дробь правильной 

(n<m) или неправильной (n≥m). Если дробь неправильная, то необходимо 
выделить целую часть и сумму многочленов. 

2. Разложить знаменатель правильной рациональной дроби на мно-
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жители и представить ее в виде суммы простейших рациональных дробей. 
3. Проинтегрировать многочлен и полученную сумму простейших 

дробей. 
Любую неправильную рациональную дробь можно путем деления 

числителя на знаменатель представить в виде суммы многочлена и пра-
вильной рациональной дроби. 

Простейшие дроби – это дроби вида ( )ax
A
−

; 
( )kax

A
−

 ( )Nkk ∈≥ ,2 ; 

( )cbxax
NMx
++

+
2 ; ( )ncbxax

NMx
++

+
2

 (n≥2, 042 <− acb ), где A , a , M , N , b , c  – 

действительные числа. 
Разложение правильной рациональной дроби на простейшие. 
Если многочлен ( )xQm  в знаменателе имеет m различных действи-

тельных корней 11 bx = , 22 bx = , …, mm bx = , тогда 
( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) mm

n

m

n

bx
Z

bx
C

bx
B

bx
A

bxbxbx
xP

xQ
xP

−
++

−
+

−
+

−
=

−⋅⋅−⋅−
= ...

... 32121

, где 

A , B , C ,…, Z  – неопределенные коэффициенты. Для нахождения не-
определенных коэффициентов применяется метод сравнения. 

Если многочлен ( )xQm  в знаменателе имеет кратные действительные 
корни 121 ... bxxx k ==== , 221 ... bxxx lkk ==== ++ , …, 

immjm bxxx ==== −−− 12... , тогда  
( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +−

+
−

++
−

+
−

=
−⋅⋅−

=
2

1

1
2

1

2

1

1

1

...
... bx

B
bx

A
bx

A
bx

A
bxbx

xP
xQ
xP

k
k

j
i

k
n

m

n

( ) ( ) ( ) ( ) j
i

j

i
l

kl

bx
K

bx
K

bx
B

bx
B

−
++

−
++

−
++

−
+ − ......... 1

2
2

2

2 , где 1A , 2A , ..., kA , 1B , 

2B , klB − , 1K , …, jK  – неопределенные коэффициенты, которые вычисля-
ются методом сравнения. 

Если многочлен ( )xQm  в знаменателе имеет m различных комплекс-
ных корней, тогда  

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) +++

+
=

++⋅⋅++⋅++
=

21
2

0

21

21
2

021
2

021
2

0 ... axaxa
AxA

cxcxcbxbxbaxaxa
xP

xQ
xP n

m

n

( ) ( )21
2

0

21

21
2

0

21 ...
cxcxc

CxC
bxbxb

BxB
++

+
++

++
+

+ . Коэффициенты 1A , 2A , 1B . 2B , …, 

1C , 2C  – неопределенные коэффициенты, которые вычисляют, используя 
метод сравнения. 

Если многочлен ( )xQm  в знаменателе имеет m кратных комплексных 
корней, тогда 
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( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) +++

+
=

++⋅⋅++⋅++
=

21
2

0

21

21
2

021
2

021
2

0 ... axaxa
AxA

cxcxcbxbxbaxaxa
xP

xQ
xP

jlk
n

m

n

( ) ( ) ( ) +++
+

++
++

+
++

++
+ −

21
2

0

21

21
2

0

212
2

21
2

0

43 ......
cxcxc

CxC
axaxa

AxA
axaxa

AxA
k

kk  

( ) ( ) j
jj

cxcxc
CxC

cxcxc
CxC

21
2

0

212
2

21
2

0

43 ...
++

+
++

++
+

+ − , где mjlk =+++ ... , коэффициен-

ты 1A , …, kA2 , …, 1C , …, jC2  – неопределенные коэффициенты, вычисля-
ются методом сравнения. 

Суть метода сравнения: правую часть равенства привести к общему 
знаменателю и сгруппировать слагаемые в числители по переменной x  при 
одинаковых степенях. Далее приравнять коэффициенты при одинаковых 
степенях x  в числителях правой и левой частей равенства, в конце записать 
равенства в систему, решить ее и найти неопределенные коэффициенты. 

ПРИМЕР 3. 

Определить, является рациональная дробь 
xx

xx
2

1
3

35

−
++  правильной 

или неправильной. Если дробь правильная рациональная, то выделить в 
ней целую часть, правильную рациональную дробь и разложить ее на про-
стейшие дроби. 

РЕШЕНИЕ: 
1. Определить, является рациональная дробь правильной или непра-

вильной. Так как n≥m (степень переменной в числителе больше, чем сте-
пень переменной в знаменателе (5>3)), то дробь является неправильной. 

2. Выделить целую часть и правильную дробь  

             
xx

xx
xx

xx
2

613
2

1
3

2
3

35

−
+

++=
−

++ . 

x
xx

x
xxx

xxxx

61
63
13_

32

21_

3

3

235

335

+
−

+

+−

−++

    32 +x  – целая часть;      
xx

x
2

61
3 −
+  – правильная дробь. 

3. Разложить правильную дробь 
xx

x
2

61
3 −
+  на простейшие дроби 

( ) ( )
( )

( )2
2

2
2

22
61

2
61

2

2

2

22

223 −⋅
−⋅++⋅

=
−⋅

++−
=

−
+

+=
−⋅

+
=

−
+

xx
ADxBAx

xx
DxBxAAx

x
DBx

x
A

xx
x

xx
x . 

Дробь 
x
A  имеет действительный корень, дробь 

22 −
+

x
DBx  имеет ком-

плексные корни. 
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4. Вычислить неопределенные коэффициенты A , B , D , применяя ме-
тод сравнения 

2x    BA +=0       5,0−=A  
1x    D=6        , следовательно,  5,0=B  
0x    A21 −=      6=D . 

Записать правильную дробь через известные коэффициенты 

( ) ( )22
12

2
1

2

6
2
1

2
1

2
61

2
61

2223 −⋅
+

+−=
−

+
+−=

−⋅
+

=
−
+

x
x

xx

x

xxx
x

xx
x . 

ОТВЕТ: Рациональная дробь 
xx

xx
2

1
3

35

−
++  является правильной, ее 

можно разложить на целую часть – 32 +x  и правильную дробь – 
xx

x
2

61
3 −
+ . 

Правильную дробь можно разложить на сумму простейших дробей 
x2

1
−  

(дробь имеет действительный корень) и ( )22
12

2 −⋅
+
x

x  (дробь имеет комплекс-

ные корни). 
ПРИМЕР 4.  

Вычислить интеграл dx
xxx

x
∫ +−

+
45

25
23

3

. 

РЕШЕНИЕ: 

1. Определить, является рациональная дробь 
xxx

x
45

25
23

3

+−
+  правиль-

ной или неправильной. Так как mn ≥  (3=3), то рациональная дробь непра-
вильная. 

2. Выделить целую часть и правильную дробь 

22025
520255

4525_

2

23

233

+−

+−

+−+

xx
xxx

xxxx

              
xxx

xx
xxx

x
45

220255
45

25
23

2

23

3

+−
+−

+=
+−

+ . 

3. Разложить правильную дробь на простейшие дроби. Многочлен в 
знаменателе имеет три различных действительных корня 

( ) ( ) ( )414545 223 −⋅−⋅=+−⋅=+− xxxxxxxxx , следовательно, 

( ) ( )41
22025

45
22025 2

23

2

−⋅−⋅
+−

=
+−
+−

xxx
xx

xxx
xx . Записать правильную дробь через не-

определенные коэффициенты и применить метод сравнения 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )41
445

4141
22025 22

−⋅−⋅
+−−−⋅+++⋅

=
−

+
−

+=
−⋅−⋅
+−

xxx
ACBAxCBAx

x
C

x
B

x
A

xxx
xx . 
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2x    CBA ++=25       2/1=A  
1x    CBA −−−=− 4520  ,       следовательно, 3/7−=B . 
0x    A42 =        6/161=C  

Записать правильную дробь через известные коэффициенты 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )46
161

13
7

2
1

4
1

6
161

1
1

3
71

2
1

41
22025 2

−⋅
+

−⋅
−

⋅
=

−
⋅+

−
⋅−⋅=

−⋅−⋅
+−

xxxxxxxxx
xx . 

4. Вычислить интеграл 

( ) ( ) −
⋅

+=







−⋅

+
−⋅

−+=
+−

+
∫∫∫∫ dx

x
dxdx

xxx
dx

xxx
x

2
15

46
161

13
7

2
15

45
25

23

3

 

( ) ( ) ( ) ( ) =
−

⋅+
−

⋅−⋅+=
−⋅

+
−⋅

− ∫ ∫∫∫∫∫ dx
x

dx
x

dx
x

dxdx
x

dx
x 4

1
6

161
1

1
3
71

2
15

46
161

13
7

 ( )
( )

( )
( ) +−−+=
−
−

⋅+
−
−

⋅−+= ∫∫∫∫ 1ln
3
7ln

2
15

4
4

6
161

1
1

3
71

2
15 xxxdx

x
xddx

x
xddx

x
dx  

Cx +−+ 4ln
6

161 . 

ОТВЕТ: Cxxxxdx
xxx

x
+−+−−+=

+−
+

∫ 4ln
6

1611ln
3
7ln

2
15

45
25

23

3

. 

 
ПРИМЕР 5.  

Вычислить интеграл 
( ) ( )

dx
xx
xx

∫ +⋅−
++

22

2

13
965 . 

РЕШЕНИЕ: 

1. Определить, является рациональная дробь 
( ) ( )22

2

13
965

+⋅−
++

xx
xx  пра-

вильной или неправильной. Так как mn <  (2<4), то рациональная дробь 
правильная. Многочлен в знаменателе имеет четыре действительных корня 
( 321 == xx ; 143 −== xx ). 

2. Разложить правильную дробь на простейшие дроби, записать ее 
через неопределенные коэффициенты и вычислить коэффициенты, приме-

няя метод сравнения 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

=
+

+
+

+
−

+
−

=
+⋅−
++

2222

2

113313
965

x
D

x
C

x
B

x
A

xx
xx  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )22

23

13
99363255

+⋅−
+++−+−++−⋅++−+−⋅++⋅

=
xx

DCBADCBAxDCBAxCAx

3x      CA+=0      0=A  
2x      DCBA +−+−= 55            2/9=B . 
1x      DCBA 63256 −++−=   0=C  
0x      DCBA 9939 +++−=   2/1=D  

Записать правильную дробь через известные коэффициенты 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =
+

⋅+
+

⋅+
−

⋅+
−

⋅=
+⋅−
++

2222

2

1
1

2
1

1
10

3
1

2
9

3
10

13
965

xxxxxx
xx  

( ) ( )22 12
1

32
9

+⋅
+

−⋅
=

xx
. 

3. Вычислить интеграл 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=

+⋅
+

−⋅
=








+⋅

+
−⋅

=
+⋅−
++

∫∫∫∫ dx
x

dx
x

dx
xx

dx
xx
xx

222222

2

12
1

32
9

12
1

32
9

13
965

( ) ( )
( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) C

xxx
xd

x
xd

x
dx

x
dx

+
+⋅

−
−⋅

−=
+
+

+
−
−

=
+

+
−

= ∫∫∫∫ 12
1

32
9

1
1

2
1

3
3

2
9

12
1

32
9

2222 . 

ОТВЕТ: 
( ) ( ) ( ) ( ) C

xx
dx

xx
xx

+
+⋅

−
−⋅

−=
+⋅−
++

∫ 12
1

32
9

13
965

22

2

. 

ПРИМЕР 6.  

Вычислить интеграл dx
xx

x
∫ ++

−
134

76
2

. 

РЕШЕНИЕ: 

1. Определить, является рациональная дробь 
134

76
2 ++

−
xx

x  правильной 

или неправильной. Так как mn <  (1<2), то рациональная дробь правильная. 
Многочлен в знаменателе имеет комплексные корни. Выделить в знамена-
теле полный квадрат ( ) ( ) 22222 329222134 ++=++⋅⋅+=++ xxxxx . 

2. Вычислить интеграл, применяя метод интегрирования замены пе-
ременной tx =+ 2  

( )
( ) dt

t
tdt

t
t

dtdx
txtx

dx
x

xdx
xx

x
∫∫∫∫ +

−
=

+
−−⋅

=








=
−=→=+

=
++

−
=

++
−

2222222 3
196

3
72622

32
76

134
76 ; 

полученный интеграл разности разложить на разность интегралов 

dt
t

dt
t

tdt
t

dt
t

tdt
t
t

∫ ∫∫ ∫∫ +
−

+
⋅=

+
−

+
=

+
−

2222222222 3
119

3
6

3
19

3
6

3
196 ; 

в первом интеграле внести под знак дифференциала t  
( )

=
+

⋅−
+
+

⋅=
+

⋅−
+

⋅ ∫∫∫ ∫ dt
tt

tddt
t

dt
t

t
2222

22

2222 3
119

3
3

2
6

3
119

3
6  

( ) dt
tt

td
∫∫ +
⋅−

+
+

⋅= 2222

22

3
119

3
33 . 

полученные интегралы являются табличными, вычислить их и перейти к 
исходной переменной 

( )
=+






 +

⋅⋅−+=
+

−
+
+

⋅ ∫∫ Cxarctgtdt
tt

td
3

2
3
1193ln3

3
119

3
33 22

2222

22

 

Cxarctgxx +





 +

⋅−++⋅=
3

2
3

19134ln3 2 . 
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ОТВЕТ: Cxarctgxxdx
xx

x
+






 +

−++=
++

−
∫ 3

2
3

19134ln3
134

76 2
2 . 

ПРИМЕР 7.  

Вычислить интеграл ( ) dx
xx

x
∫ ++

−
22 106

23 . 

РЕШЕНИЕ: 

1. Определить, является рациональная дробь ( )22 106
23
++

−
xx

x  правиль-

ной или неправильной. Так как mn <  (1<4), то рациональная дробь пра-
вильная. Многочлен в знаменателе имеет кратные комплексные корни, его 
можно записать в виде ( ) ( )( ) ( )( )2222222 131332106 ++=++⋅⋅+=++ xxxxx . 

2. Вычислить интеграл. Интеграл решить методом интегрирования 
подстановкой yx =+ 3  

( ) ( )( ) =








=
−=→=+

=
++

−
=

++
−

∫∫ dydx
yxyx

dx
x

xdx
xx

x 33

13
23

106
23

2222
 

( )
( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ 









+
−

+
=

+
−

=
+

−−⋅
= dy

yy
ydy

y
ydy

y
y

22222222 1
11

1
3

1
113

1
233 ; 

интеграл разности разложить на разность интегралов 

( ) ( ) ( ) ( ) dy
y

dy
y

ydy
yy

y
∫∫∫ +

−
+

=








+
−

+ 22222222 1
111

1
3

1
11

1
3 ; 

в первом интеграле преобразовать подынтегральное выражение таким об-
разом, чтобы под знаком дифференциала находилась та же функция, что и 
в основной подынтегральной функции. Во втором интеграле к числителю 
прибавить и отнять 2y  

( ) ( )
( )
( )

( )
( ) ( ) −+⋅

−
=

+
−+

−
+
+

=
+

−
+ ∫∫∫∫ 12

3
1

111
1

1
2
3

1
111

1
3 222

22

22

2

2222 y
dy

y
yy

y
yddy

y
dy

y
y  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Cdy
y

yyarcgt
y

Cdy
y

y
y

dy
+

+
+−

+⋅
−=+

+
+

+
− ∫∫∫ 22

2

222

2

2 1
1111

12
3

1
11

1
11 ; 

интеграл ( )∫ + 22

2

1y
dyy  вычислить методом интегрирования по частям 

( ) ( )
( )
( ) ( ) =

















=

+⋅
−=

+
+

⋅=
+

==
=

+∫
dudy

y
v

y
yddy

y
ydvuy

dy
y

y 12
1;

1
1

2
1;

1
;

1
11 222

2

22
22

2

( ) ( ) ( ) ( ) 22122 2
11

12
11

12
11

12
11 Cyarctg

y
yCdy

yy
y

++
+⋅

−=+
+⋅

+
+⋅

−= ∫ ; 

подставить результаты вычисления в исходный интеграл  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −+⋅
+

−=++
+⋅

−+−
+⋅

−
12

113
2

11
12

1111
12

3
2322 y

yCyarctg
y

yyarcgt
y

 

( ) 32
11 Cyarctg +⋅− ; 

перейти к исходной переменной x 

( ) ( ) ( ) ( ) 22222 3
2

11
1062

3611
2

11
12

113 Cxarctg
xx

xCyarctg
y

y
++−

++⋅
+

−=+⋅−
+⋅

+
− . 

ОТВЕТ: ( ) ( ) ( ) 22222
3

2
11

1062
3611

106
23 Cxarctg

xx
xdx

xx
x

++−
++⋅

+
−=

++
−

∫ . 

 
3.3. Интегрирование иррациональных функций 

 
Определение. Иррациональной называют функцию вида 



















+
+

n

dcx
baxxR , , где a , b , c , d , n – константы, 0≠− bcad , Nn∈ . 

Интеграл вида dx
dcx
bax

dcx
baxxR mn∫ 


















+
+









+
+ ,...,,  решается методом 

интегрирования подстановкой k

dcx
baxt 







+
+

= , где k  – наименьшее общее 

кратное показателей корней. 
ПРИМЕР 8.  

Вычислить интеграл dx
xx

x
∫ − 3 2

. 

РЕШЕНИЕ: 
1. Подынтегральная функция является иррациональной функцией. 

Сделать подстановку 6 xt =  (6 – наименьшее общее кратное чисел 1, 3, 2). 
2. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 

∫ ∫∫ −
=⋅

−
=









=

=→=
=

−
dt

t
tdtt

tt
t

dxdtt
xtxt

dx
xx

x
1

66
6 2

4
5

46

3

5

66

3 2
. 

3. Дробь является неправильной, выделить целую часть и многочлен 

1
1

_
1

1_

2

2

224

24

−

+−

−

t
t

ttt

tt

  
1

11
1 2

2
2

4

−
++=

− t
t

t
t . 

4. Вычислить интеграл полученной подынтегральной функции 
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C
t
ttt

t
dtdtdttdt

t
tdt

t
t

+
−
+

−+=
−

++=







−
++=

− ∫∫∫∫∫ 1
1ln362

1
666

1
116

1
6 3

2
2

2
2

2

4

;  

перейти к исходной переменной x  

C
x
xxxC

t
ttt +

−
+

−+=+
−
+

−+
6

6
63

1
1ln362

1
1ln362 . 

ОТВЕТ: C
x
xxxdx

xx
x

+
−
+

−+=
−∫ 6

6
6

3 2 1
1ln362 . 

Интеграл вида ( ) dxbxax pnm∫ +⋅ , где подынтегральная функция пред-
ставляет собой дифференциальный бином, в котором m , n , p  – рацио-
нальные числа, берется в случаях: 

1) p  – целое число. Интеграл вычисляется методом подстановки. 
Подстановка ktx = , где k  – общий знаменатель дробей m , n . 

ПРИМЕР 9.  

Вычислить интеграл ( ) dxxxdxxx
3

2
1

2
1

3
11 ∫∫ 






 +⋅=+⋅ . 

РЕШЕНИЕ: 
1. В дифференциальном биноме =m 0,5, =n 0,5, =p 3 – первый случай. 
2. Сделать подстановку 2tx = . 
3. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 

( ) ( ) =⋅+⋅=






 ====+⋅ ∫∫ dtttttxtdtdxtxdxxx 2121 32

1
23

( ) ( ) Cttttdtttttdttttt ++++=+++=+++⋅= ∫∫ 65435432322

3
1

5
6

2
3

3
23323312 ; 

перейти к исходной переменной x 
CxxxxCtttt ++++=++++ 32

5
22

3
6543

3
1

5
6

2
3

3
2

3
1

5
6

2
3

3
2 . 

ОТВЕТ: ( ) Cxxxxdxxx ++++=+⋅∫ 32
5

22
3

3

3
1

5
6

2
3

3
21 . 

2) 
n

m 1+  – целое число. Интеграл вычисляется методом подстановки. 

Подстановка kn tbxa =+ , где k  – знаменатель числа p . 
ПРИМЕР 10.  

Вычислить интеграл ( ) ( ) dxxxdxxx 3
2

353 235 11 ∫∫ +⋅=+⋅ . 
РЕШЕНИЕ:  
1. В дифференциальном биноме =m 5, =n 3, 

3
2

=p , следовательно, 

21
=

+
n

m  – второй случай ( 3=k ). 
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2. Сделать подстановку 33 1 xt += . 
3. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 

( ) ( ) ( ) =






 −⋅=−=+==+⋅ −

∫ dtttdxtxxtdxxx 3
2

323
1

3333 235 1111

( ) ( ) ( ) ( ) Cttdtttdtttdttttt +−=−=−⋅=−⋅⋅⋅−= ∫∫∫
−⋅

58
111

58
47343

2
323

23
3
5

3 ; 

перейти к исходной переменной x ( ) ( ) CxxCtt
+

+
−

+
=+−

5
1

8
1

58
3
5

33
8

358

. 

ОТВЕТ: ( ) ( ) ( ) Cxxdxxx +
+

−
+

=+⋅∫ 5
1

8
11

3
5

33
8

3
3 235 . 

 

3) p
n

m
+

+1  – целое число. Интеграл вычисляется методом подста-

новки. Подстановка kn tbax =+− , где k  – знаменатель числа p . 
ПРИМЕР 11.  

Вычислить интеграл ( ) dxxxdx
xx

2
1

24

24
1

1
1 −−∫∫ +⋅=
+⋅

. 

РЕШЕНИЕ: 
1. В дифференциальном биноме 4−=m , 2=n , 2/1−=p , следова-

тельно, 2
2
1

2
141

−=−
+−

=+
+ p
n

m  – третий случай. 

2. Сделать подстановку 122 += −xt , следовательно, ( ) 2
1

2 1 −−= tx , 

( )
dt

t

tdx
2
3

2 1−
−= . 

3. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 

( )
( )

( ) ⋅







−
+⋅−−=













−
−=+==+⋅ ∫∫

−

−−−
2
1

2

22

2
3

2

222
1

24

1
111

1
11

t
tdt

t

tdxxtdxxx  

( )
( ) ( ) CttCttdtttdt

t
ttdt

t

t
+−=+−=−−=⋅







 −
⋅−−=

−
⋅ ∫ ∫ 33

111
1

33
2

2
1

2

2

2
1

2

2
3

2
; 

перейти к исходной переменной x 
( ) ( ) C

x
xxCxxCtt +

+⋅−
=+

+
−+=+−

−
−

3

2232
2

3

3
112

3
11

3
. 

ОТВЕТ: ( ) C
x

xxdx
xx

+
+⋅−

=
+⋅∫ 3

22

24 3
112

1
1 . 
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Интеграл вида ( )dxcbxaxxR∫ ++2, , где a , b , c  – константы, можно 
вычислить двумя способами. 

Первый способ: 
1) квадратное уравнение имеет вещественные корни 1x  и 2x  ( 21 xx ≠ ) 

и 0>a . Интеграл вычисляется методом подстановки. Для этого необходи-
мо преобразовать квадратное уравнение ( ) ( ) =−⋅−⋅=++ 21

2 xxxxacbxax  

1

2
1 xx

xxaxx
−
−

⋅−=  и сделать подстановку ( )
( )1

2

xx
xxat

−
−

= , следовательно, 

at
axtxx

−
−

= 2
2

2
1 ; 

2) квадратное уравнение имеет вещественные корни 21 xx = . Подын-
тегральное выражение преобразуется в рациональную функцию 

axxcbxax ⋅−=++ 1
2 ; 

3) квадратное уравнение не имеет вещественных корней 0>a . Инте-
грал вычисляется методом подстановки axtcbxax ±=++2 , следова-

тельно, 
atb

ctx
2

2



−
= . 

ПРИМЕР 12.  

Вычислить интеграл ∫ ++ 12 xxx
dx . 

РЕШЕНИЕ: 
1. Квадратный трехчлен 12 ++ xx  вещественных корней не имеет, 

0>a , 0>c . 
2. Сделать подстановку xtxx −=++ 12 . 
3. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 

( )
( )

=








+
++

=
+
+

=−=++=
++

∫ dt
t

ttdx
t

txxtxx
xxx

dx
2

22
2

2 12
12;

12
1;1

1
( )
( )

C
xxx
xxxLnC

t
tLn

t
dtdt

t
tt

tt
t

t
t

+
++++
−+++

=+
+
−

=
−

=
+
++

⋅
++

+
⋅

−
+

= ∫∫ 11
11

1
1

1
2

12
12

1
12

1
12

2

2

22

2

22
. 

ОТВЕТ: C
xxx
xxx

xxx
dx

+
++++
−+++

=
++∫ 11

11ln
1 2

2

2
. 

4) квадратное уравнение не имеет вещественных корней, 0<a , 0>c . 
Интеграл вычисляется методом подстановки cxtcbxax ±=++2 , сле-

довательно, 
at

tcbx
−

= 2

2 . 

Второй способ вычисления интегралов вида ( )dxcbxaxxR∫ ++2, , 
где a , b , c  – константы, рассмотрен ниже. 
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3.4. Интегрирование тригонометрических функций 
 

Для неопределенных интегралов типа ( ) ( )( )dxxxR∫ cos;sin  применяет-
ся метод универсальной тригонометрической подстановки. Универсальная 

тригонометрическая подстановка – 





=

2
xtgt  ( ππ <<− x ), следовательно, 

( )tarctgx 2= , dt
t

dx 21
2
+

= . 

В этом случае ( )
2

2 1
2

2
1

2
2

sin
t
t

xtg

xtg
x

+
=







+









= , ( ) 2

2

2

2

1
1

2
1

2
1

cos
t
t

xtg

xtg
x

+
−

=






+







−

= . 

ПРИМЕР 13. 

Вычислить интеграл ( ) ( )dx
xx∫ ++ cossin3

1 . 

РЕШЕНИЕ: 
1. Сделать универсальную тригонометрическую подстановку 







=

2
xtgt , тогда dt

t
dx 21

2
+

= , ( ) 21
2sin

t
tx

+
= , ( )

2

2

1
1cos

t
tx

+
−

= . 

2. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 

( ) ( ) =
+

⋅

+
−

+
+

+
=









+
=






==

++ ∫∫ dt
t

t
t

t
t

dt
t

dxxtgtdx
xx 2

2

2

2

2 1
2

1
1

1
23

1
1

2
2cossin3

1

 ( ) Ctarctg
t

tddt
t

dt
tt

+





 +

=
+






 +

+
=

+





 +

=
++

= ∫∫∫ 2/7
5.0

7
2

4
7

2
1

5.0

4
7

2
1
1

2
1

222 ; 

перейти к исходной переменной x 
( ) CxtgarctgCtarctg +






 +

⋅=+





 +

7
2/21

3
2

2/7
5.0

7
2 . 

ОТВЕТ: ( ) ( )
( ) Cxtgarctgdx

xx
+






 +

⋅=
++∫ 7

2/21
3

2
cossin3

1 . 

В зависимости от свойств и вида подынтегральной функции приме-
няют другие подстановки, которые упрощают решение. 

Для неопределенных интегралов типа ( ) ( )( )dxxxR nm∫ cos;sin  применя-
ется метод подстановки и понижения степени. 

1)  Подстановка ( ) tx =sin , если n  – целое положительное нечетное 
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число, m  – целое положительное четное число, тогда dt
t

dx
21

1
−

= , 

( ) 21cos tx −= . 
ПРИМЕР 14.  
Вычислить интеграл ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 32 cossin . 
РЕШЕНИЕ: 
1. 2=m , 3=n  – первый случай. Сделать тригонометрическую под-

становку ( ) tx =sin , тогда dt
t

dx
21

1
−

= , ( ) 21cos tx −= . 

2. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 

( ) ( ) ( ) ( ) =








−=
−

===⋅∫ 2

2

32 1cos;
1

1;sincossin txdt
t

dxtxdxxx

( ) ( )dtttdt
t

tt ∫∫ −⋅=
−

⋅−⋅= 22

2
2
3

22 1
1

11 ( ) Cttdttt +−=−= ∫ 53

53
42 ; 

перейти к исходной переменной x              ( ) ( ) CxxCtt
+−=+−

5
sin

3
sin

53

5353

. 

ОТВЕТ: ( ) ( ) ( ) ( ) Cxxdxxx +−=⋅∫ 5
sin

3
sincossin

53
32 . 

 
2)  Подстановка ( ) tx =cos , если m  – целое положительное нечетное 

число, n  – целое положительное четное число, тогда dt
t

dx
21

1
−

−= , 

( ) 21sin tx −= . 
ПРИМЕР 15.  
Вычислить интеграл ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2cossin . 
РЕШЕНИЕ: 
1. 1=m , 2=n  – второй случай. Сделать тригонометрическую под-

становку ( ) tx =cos , тогда dt
t

dx
21

1
−

−= , ( ) 21sin tx −= . 

2. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 

( ) ( ) ( ) ( ) =








−=
−

−===⋅∫ 2

2

2 1sin;
1

;coscossin tx
t

dtdxtxdxxx  

Ctdtt
t

dttt +−=−=
−

⋅−−= ∫∫ 31
1

3
2

2

22 ; 

перейти к исходной переменной x  ( ) CxCt
+−=+−

3
cos

3

33

. 
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ОТВЕТ: ( ) ( ) ( ) Cxdxxx +−=⋅∫ 3
coscossin

3
2 . 

3)  Подстановка ( ) txtg = , если nm +  – целое четное отрицательное 

число, тогда dt
t

dx 21
1
+

= , ( )
21

sin
t

tx
+

= , ( )
21

1cos
t

x
+

= . 

ПРИМЕР 16.  

Вычислить интеграл ( ) ( ) ( ) ( )dxxx
xx

dx 31
3 sincos

sincos
−− ⋅=

⋅ ∫∫ . 

РЕШЕНИЕ: 
1. 3−=m , 1−=n , 413 −=−−=+ nm  – третий случай. Сделать триго-

нометрическую подстановку ( ) txtg = , тогда dt
t

dx
21

1
+

= , ( )
21

sin
t

tx
+

= , 

( )
21

1cos
t

x
+

= . 

2. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;
1

sin;
1

;sincos
sincos 22

31
3 t

tx
t

dtdxtxtgdxxx
xx

dx
+

=




+
===⋅=

⋅
−−∫∫

( ) ( )
( ) Ct

t
dt

t
tdt

tt
tt

t
x ++−=

+
=

+⋅
+

⋅+=




+
= ∫∫ ln

2
11

1
11

1
1cos 23

2

23

2
3

2
2

2
;  

перейти к исходной переменной x  

( ) ( ) ( ) ( ) CxtgxctgCxtg
xtg

Ct
t

++−=++
⋅

−=++− ln
2

ln
2

1ln
2
1 2

22
. 

ОТВЕТ: ( ) ( )
( ) ( ) Cxtgxctg

xx
dx

++−=
⋅∫ ln

2sincos

2

3
. 

4)  Формулы понижения порядка ( ) ( )
2

2cos1cos2 xx +
= , 

( ) ( )
2

2cos1sin 2 xx −
= , если m , n  – целые неотрицательные четные числа. 

ПРИМЕР 17.  

Вычислить интеграл dxxx
∫ 






⋅








2
sin

2
cos 22 . 

РЕШЕНИЕ: 
1. 2=m , 2=n  – четвертый случай. 
2. Преобразовать подынтегральную функцию, используя тригоно-

метрические формулы 

( ) ( ) ( )( )xxxxx 2cos1
8
1

2
2cos1

4
1sin

4
1

2
sin

2
cos 222 −⋅=

−
⋅=⋅=






⋅






 . 
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3. Вычислить интеграл        ( )( ) =−⋅=





⋅








∫∫ dxxdxxx 2cos1
8
1

2
sin

2
cos 22  

( )( ) ( ) ( ) CxxCxxdxx +−=+





 −⋅=−⋅= ∫ 16

2sin
82

2sin
8
12cos1

8
1 . 

ОТВЕТ: ( ) Cxxdxxx
+−=






⋅








∫ 16
2sin

82
sin

2
cos 22 . 

 
Для неопределенных интегралов вида ( ) ( )( )dxbxaxR∫ cos;sin , 
( ) ( )( )dxbxaxR∫ cos;cos , ( ) ( )( )dxbxaxR∫ sin;sin  подынтегральная функция пре-

образуется, используя тригонометрические формулы: 

( ) ( ) ( )
2

)cos()cos(sinsin βαβαβα +−−
=  

( ) ( ) ( )
2

)cos()cos(coscos βαβαβα ++−
=  

( ) ( ) ( )
2

)sin()sin(cossin βαβαβα ++−
=  

ПРИМЕР 18.  
Вычислить интеграл ( ) ( )dxxx∫ 2cos3sin . 
РЕШЕНИЕ: 
1. Преобразовать подынтегральную функцию, используя тригоно-

метрические формулы                ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

5sinsin2cos3sin xxxx +
=⋅ . 

2. Вычислить интеграл     ( ) ( ) ( ) ( )( ) =+⋅= ∫∫ dxxxdxxx 5sinsin
2
12cos3sin   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) CxxCxxdxxdxx +





 +−=+






 −−=+= ∫ ∫ 5

5coscos
2
1

5
5coscos

2
15sinsin

2
1 . 

ОТВЕТ: ( ) ( ) ( ) ( ) Cxxdxxx +





 +⋅−=∫ 5

5coscos
2
12cos3sin . 

Для неопределенного интеграла ( )( )dxxtgR∫  используется подста-

новка ( )xtgt = , следовательно, ( )xarctgtx ⋅= , dt
t

dx 21
1
+

= . 

ПРИМЕР 19.  
Вычислить интеграл ( )dxxtg∫ 3 . 
РЕШЕНИЕ: 
1. Сделать тригонометрическую подстановку ( )xtgt = , тогда 

dt
t

dx 21
1
+

= . 



 239 

2. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 

( ) ( ) ∫∫∫∫∫ =
+

−=







+
−=

+
=









+
=== dt

t
tdttdt

t
ttdt

t
t

t
dtdxxtgtdxxtg

1111 222

3

2
3

( ) Ctt
t
tddtt ++⋅−=
+
+

⋅−= ∫∫ 1ln
2
1

21
1

2
1 2

2

2

2

; 

перейти к исходной переменной x  
( ) ( )

C
ttgxtgCtt

+
+

−=++⋅−
2

1ln
2

1ln
2
1

2

22
2

2

. 

3. Преобразовать полученный результат      ( ) ( )
=+

+
− C

ttgxtg
2

1ln
2

22

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
−=+−=+

+
−=

−

22
cosln

22
cos/cossinln

2

2222222 xtgC
xxtgC

xxxxtg

( ) ( )
( )

( ) ( ) CxxtgC
x

xtgC
x

++=++=+−
−−

cosln
2cos

1ln
22

cosln 22
1

2

22

. 

ОТВЕТ: ( ) ( ) ( ) Cxxtgdxxtg ++=∫ cosln
2

2
3 . 

Для неопределенного интеграла ( )( )dxxctgR∫  используется подста-

новка ( )xctgt = , следовательно, dt
t

dx 21
1
+

−= . 

ПРИМЕР 20.  
Вычислить интеграл ( )dxxctg∫ 3 . 
РЕШЕНИЕ: 
1. Сделать тригонометрическую подстановку ( )xctgt = , тогда 

dt
t

dx 21
1
+

−= . 

2. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 

( ) ( ) =







+
−−=

+
−=









+
−=== ∫∫∫ dt

t
ttdt

t
t

t
dtdxxctgtdxxctg

111 22

3

2
3

( ) Ctt
t
tdtdt ++⋅+−=
+
+

⋅+−= ∫ ∫ 1ln
2
1

21
1

2
1 2

2

2

2

; 

перейти к исходной переменной x  
( ) ( )

C
tctgxctgCtt

+
+

+−=++⋅+−
2

1ln
2

1ln
2
1

2

22
2

2

. 

3. Преобразовать полученный результат 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

=+
+

+−=+
+

+− C
xxxxctgC

tctgxctg
2

sin/sincosln
22

1ln
2

222222
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( ) ( )( ) ( ) ( ) CxxctgCxxctg
+−−=++−= − sinln

2
sinln

2

2

2
1

2
2

. 

ОТВЕТ: ( ) ( ) ( ) Cxxctgdxxctg +−−=∫ sinln
2

2
3 . 

Второй способ вычисления интегралов вида ( )dxcbxaxxR∫ ++2, . 

Интеграл вида ( )dxcbxaxxR∫ ++2, , где a , b , c  – константы, можно 
вычислить, используя тригонометрические подстановки. Необходимо вы-

делить под радикалом полный квадрат и сделать подстановку, 
a

bxt
2

+= . 

Получится один из следующих интегралов: ( )dtmttR∫ + 22, , 

( )dtmttR∫ − 22, , ( )dttmtR∫ − 22, . 

Интеграл вида ( )dtmttR∫ + 22, , где m  – константа, вычисляется, ис-
пользуя тригонометрическую подстановку ( )ztgmt ⋅=  или ( )zctgmt ⋅= . 

Интеграл вида ( )dtmttR∫ − 22, , где m  – константа, вычисляется, ис-

пользуя тригонометрическую подстановку ( )z
mt

cos
=  или ( )z

mt
sin

= . 

Интеграл вида ( )dttmtR∫ − 22, , где m  – константа, вычисляется, ис-
пользуя тригонометрическую подстановку ( )zmt cos⋅=  или ( )zmt sin⋅= . 

 
4. «НЕБЕРУЩИЕСЯ» ИНТЕГРАЛЫ 

 
Если интеграл не выражается через элементарные функции, то такой 

интеграл является «неберущимся». Примеры «неберущихся» интегралов: 

∫ − dxe x2

, ( )∫ x
dx

ln
, ( )∫ dxx2cos , ( )∫ dxx2sin , ( )

∫ dx
x

xsin , ( )
∫ dx

x
xcox , ∫ dx

x
ex

. 

Для приближенного вычисления этих неопределенных интегралов с 
любой степенью точности используются бесконечные ряды. Если интеграл 
является определенным на концах отрезка, то для его вычисления исполь-
зуются приближенные формулы, с помощью которых определенный инте-
грал вычисляется с любой степенью точности. Приближенное вычисление 
«неберущихся» интегралов будет рассмотрено в других разделах курса 
высшей математики. 
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5. ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ ПО ГЛАВЕ  
«НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ» 

 
1. Дать понятие первообразной функции и неопределенного интеграла. 
2. Дать формулировку теореме о задании множества первообразных 

функций. 
3. Дать определение неопределенного интеграла. 
4. Рассказать, что является подынтегральной функцией, подынте-

гральным выражением, переменной интегрирования в неопределенном ин-
теграле. 

5. Ответить на вопрос, почему интеграл называется неопределен-
ным? 

6. Рассказать геометрический смысл неопределенного интеграла. 
7. Перечислить свойства неопределенных интегралов. 
8. Записать таблицу неопределенных интегралов. 
9. Рассказать суть решения неопределенного интеграла методом 

непосредственного интегрирования, в каких случаях он применяется. 
10. Рассказать алгоритм решения неопределенного интеграла мето-

дом подстановки, в каких случаях он применяется. 
11. Рассказать алгоритм решения неопределенного интеграла мето-

дом по частям, для каких функций он применяется. 
12. Рассказать алгоритмы интегрирования дробей, содержащих квад-

ратный трехчлен, когда корни квадратного уравнения действительные или 
комплексные числа. 

13. Дать определения целой рациональной функции, корня много-
члена, дробно-рациональной функции. 

14. Дать определение правильной и неправильной дробно-
рациональной функции. 

15. Рассказать алгоритмы интегрирования дробно-рациональных 
функций. 

16. Рассказать алгоритм разложения правильной рациональной дроби 
на простейшие дроби. 

17. Рассказать метод сравнения, используемый при вычислении не-
определенных коэффициентов в многочленах. 

18. Дать определение иррациональной функции. 
19. Рассказать алгоритмы интегрирования иррациональных функций. 
20. Рассказать алгоритмы интегрирования тригонометрических 

функций. 
21. Рассказать, какая тригонометрическая подстановка является уни-

версальной, в каких случаях она применяется. 
22. Рассказать понятие «неберущихся» интегралов. 
23. Рассказать, как приближенно вычисляются «неберущиеся» инте-

гралы. 
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6. ЗАДАНИЯ ДЛЯ КОНТРОЛЯ ПО ГЛАВЕ  
«НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ» 

 
Вычислить неопределенные интегралы. 
 

ВАРИАНТ № 1 

( )( )dxxxx∫ −+ cos53 32 ; 
( )

dx
x∫ +− 2122
3 ;                      dx

x
x

∫ + 4
3
2

; 

( ) ( )dxxxx∫ ⋅+− 6sin32 ;  ( )dxxex∫ −⋅ 2sin ;                     ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2cossin ; 

( )dx
x∫ sin

1 ;                      ( )dxxtg∫ +12 ;                         ( ) ( )dxxx∫ − sin3cos2 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 23 cossin ;       dx
xx∫ ++ 53

1
2

;                       ( ) ( )dx
xx

xx
∫ −⋅−

−+
21

32

; 

dx
x

x
∫ +

+
3 13

1 ;                   ( ) dxxx∫ +⋅ 232 . 

 
ВАРИАНТ № 2 

( ) dxx
x∫ 






 + sin37 ;          ( )dx

xsh∫ +14
18

2
;                       dx

x
x

∫ − 42
; 

( )dxxx∫ ⋅ 7arccos ;          dxxex∫ 





⋅

2
cos2 ;                      ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2sinsin ; 

( ) dx
x∫ +⋅ 3cos5

1 ;            ( )dxxctg∫ +13 ;                        ( ) ( )dx
xx∫ ⋅cossin

1
5

; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2cos2sin 54 ;   dx
xx∫ ++ 23

1
2

;                    
( ) ( )

dx
xx

xx
∫ −⋅−

−+
21

1
2

2

; 

( )dx
xx∫ +3

1 ;              dx
x

x
∫

−
2 3

2 . 

 
ВАРИАНТ № 3 

( ) dxx
x∫ 








−+ 15

cos
9
2

;   ( ) dxx∫ − 3153 ;                          ( )( ) ( )dxxe x∫ sincos ; 

( )dxxarcctg∫ −1 ;           dxx
∫ 








2
lnsin2 ;                        ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2coscos ; 

( ) ( )dx
xx∫ + cossin

1 ;        ( )dxxtg∫ 23 ;                             ( )dxx∫ 4sin2 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅cossin 2 ;        dx
xx

x
∫ −−

−
2

2
2

;                  ( ) ( )dx
xxxx

xxx
∫ +−⋅++

−+
7613

2
22

23

; 
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( )
dx

xx
∫

+⋅+ 311
1 ;     ( ) dxxx∫ −⋅

2
2
5

42 . 

 
ВАРИАНТ № 4 

dxx
x∫ 








−

+
3

2 9
13 ;       ( )dxe x∫ +138 ;                                dxxx∫ −5 32 8 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅+ 4sin12 ;      ( )( )dxx∫ − 41lncos ;                  ( ) ( )dxxx∫ −⋅− 2cossin ; 
( )
( )dx
x

x
∫ + cos1

cos ;                ( )dxxctg∫ +13 ;                        ( ) ( )dx
xx∫ ⋅ 2sinsin

1
2

; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2cos2sin 34 ;   dx
xx

x
∫ ++

+
1

12
2

;                          ( ) ( )dx
xxx

xx
∫ −⋅++

−+
143

8
2

2

; 

dx
x
x

∫ +
−

1
1

3
;                     ( ) dx

x
x

∫ − 232
. 

 
ВАРИАНТ № 5 

dxx
x∫ 







 +
−

2

2
2

1
10 ;      ( )dx

x∫ +
−

22cos
3

2
;                     dx

x

x

∫
2 ; 

( )dxx∫ −32arcsin ;         ( )dxxx∫ ⋅ 2sin3 )4( ;                        ( ) ( )dxxx∫ −⋅− 2sinsin ; 
( )
( )dx
x

x
∫ − sin1

sin ;                ( )dxxtg∫ 3 ;                               ( )dxx∫ 2cos2 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 43 cossin ;       dx
xx∫ +− 23

1
2

;                    ( ) ( )dx
xx

x
∫ +⋅+

+
21

87 ; 

( )
dx

xx
x

∫ +−+
++

11
21

2 ;      dxxx
2
3

2
3

2
5

76∫ 





 +⋅ . 

 
ВАРИАНТ № 6 

( ) dx
x

x∫ 







−

−
24

1cos3 ;    ( )dx
x∫ −

−
84sin

2
2

;                   ( )( )dx
xLnx∫ +⋅ 1

1 ; 

( ) ( )dxxarcctgx∫ −⋅− 213 ;    ( )dxxx∫ ⋅ 5cos4 )3( ;                    ( ) ( )dxxx∫ −⋅− 2cossin ; 

( ) ( )dx
xx∫ ⋅+⋅− cos7sin48

1 ; ( )dxxtg∫ + 43 ;                     ( )
( )dx
x
x

∫ 6

2

cos
sin ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2cos2sin4 ;          dx
xx∫ ++ 23

1
2

;                   ( ) ( )dx
xxx

xx
∫ +⋅++

+−
21

22
2

2

; 

dx
x
x

∫ −
+

3

1
1 ;                         ( ) dxxx∫ −⋅

322
5

3 . 
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ВАРИАНТ № 7 

dx
xx∫ 







+
+

249
721 ;        ( )dxxsh∫ −133 ;                       ( ) dxxe x∫ ⋅− 242 3

; 

dxxx∫ 





⋅

2
cos2 ;              ( )( )dxx∫ −82lnsin ;                 ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 3cos2cos ; 

( ) ( ) dx
xx∫ +⋅+ 1sin2cos

1 ; ( )dxxctg∫ − 43 ;                     ( )dxx∫ 2sin2 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 4cossin ;         dx
xx∫ −− 2

4
2

;                        
( ) ( )

dx
xx

xx
∫ +⋅+

++
21

2
2

2

; 

dx
x

x
∫ +

+
32

3 ;                  dxxx∫ 





 +−⋅ 2

1
2
3

32 . 

 
ВАРИАНТ № 8  

( ) dxx
x∫ 






 +

−
cos2

49
7

2
;    

( )
dx

x
∫

−+ 21325
5 ;            ( ) ( )dxxx∫ ⋅+ 5sin5cos3 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅+− 8ln34 ;        ( ) dxx
∫ 








2
lncos2 ;                  ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 8sin2sin ; 

( ) ( )dx
xx∫ ⋅−⋅ cos3sin20

1 ;  ( )dxxtg∫ 4 ;                           ( ) ( )dx
xx∫ ⋅ 3cossin

1 ; 

( ) ( )dxxx 2cos2sin 32 ⋅∫ ;      dx
xx∫ ++ 1

1
2

;                   ( ) ( )dx
xxx

xx
∫ +⋅++

+−
11

432
2

2

; 

dx
xx∫ + 3 2

1 ;                    ( ) dxxx
4
3

4
1

24∫ −⋅ . 

 
ВАРИАНТ № 9 

( )dxxex∫ + 283 ;                  ( )dx
xch∫ 8

1
2

;                            ( )dx
x

x
∫

3ln ; 

( ) ( )dxxx∫ −⋅+ 4sin18 ;        ( )dxxx∫ ⋅− sin5 )13( ;                       ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 8cos2sin ; 

( ) ( )dx
xx∫ ++ cos2sin35

1 ;  ( )dxxctg∫ 4 ;                            ( ) ( )dxxx∫ + 22 sin2cos ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 25 sincos ;          dx
xx
x

∫ +−
+

23
2

2
;                       ( ) ( )dx

xx
x

∫ +⋅+
+

32
87 ; 

( ) dx
xxx

xxx
∫ −⋅

++
3

63 2

;            ( ) dxxx
622∫ +−⋅ . 
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ВАРИАНТ № 10 

( ) dx
x∫ 








+ 2

sin
3
2

;                 
( )

dx
x

∫
−− 64

2
2

;               
( )

dx
x

x

∫ +

+

1
3 1

; 

( ) ( )dxxxx∫ ⋅− 3cos6 2 ;           ( )dxxx∫ ⋅+ cos6 )12( ;                  ( ) ( )dxxx∫ ⋅− 8cos2cos ; 

( ) ( ) dx
xx∫ −⋅+⋅ 5cos3sin2

1 ;  ( )dxxtg∫ 24 ;                        ( ) ( )dx
xx∫ ⋅ 35 cossin

1 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2cos2sin 52 ;         dx
xx

x
∫ +− 652

;                    
( ) ( )

dx
xx

xx
∫ +⋅−

++
16

32
2

2

; 

( ) ( )
∫

+++
dx

xx 2
1

2
3

11

1 ;          dxxx
2
3

2
3

43∫ 





 −⋅ . 

 
ВАРИАНТ № 11 

( )( )dxexsh x∫ + 32 ;          ( )dxx∫ −135 ;                                 ( )
( ) ( )dx

xx
x

∫ ⋅cossin
2cos ; 

( )dxx∫ − 61arccos ;          ( )( )dxx∫ + 23lnsin ;                   ( ) ( )dxxx∫ −⋅− 3sin2sin ; 

( )dx
x∫ cos

1 ;                    ( )dxxctg∫ 24 ;                            dxx
∫ 








2
sin2 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅cossin 4 ;        dx
xx∫ ++ 33

1
2

;                     ( ) ( )dx
xx

x
∫ −⋅+

−
32

82 ; 

dx
x

x
∫ −

−
12

1 ;                   ( ) dxxx∫ +−⋅ 2
3

2
5

43 . 

 
ВАРИАНТ № 12 

( ) ( ) dx
xchx

x∫ 







++

2

43sin2 ; ( )dx
xsh∫ −84

2
2

;                    ( ) xdxe x ⋅∫ − 24 ; 

( )dxx∫ 2arcsin ;                    ( )( )dxx∫ −16lncos ;               ( ) ( )dxxx∫ −⋅− 3cos2sin ; 

( ) dx
x∫ +⋅ 3sin5

1 ;                 ( )dxxtg∫ − 242 ;                    ( ) ( )dx
xx∫ ⋅ 24 cossin

1 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2cos2sin2 ;          dx
xx
x

∫ ++
−

23
3

2
;                     ( ) ( )dx

xxx
xxx

∫ +⋅++
+++

112
2

2

23

; 

( )
dx

x
x

x∫ +
−

⋅
− 2

2
2

1
2 ;           ( ) dxxx∫ −⋅ 526 . 
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ВАРИАНТ № 13 

( ) dxxch
x∫ 






 +

− 23
2 ;      

( )
dx

x
∫

−− 2129
4                    dx

x
x

∫ +18

3

; 

dx
e
x

x∫ ;                           ( )dxxx∫ − 3sin2 )2( ;                       ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 4cos3cos ; 

( ) ( )dx
xx∫ − cossin

1 ;        ( )dxxctg∫ + 352 ;                     ( )dxx∫ −13cos2 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 43 sincos ;       dx
xx∫ ++ 1

1
2

;                         ( ) ( )dx
xx

xx
∫ +⋅+

++
14

12 3

; 

( ) ( )
dx

xx
∫

+⋅−3 2 11
1 ;      ( ) dxxx∫ +−⋅

− 2
2
3

6 . 

 
ВАРИАНТ № 14 

( ) ( ) dxxx
xsh∫ 








−+ 2

2
cos2

2
1 ;   

( )
dx

x∫ −− 2639
2 ;            ( )( )dx

x
x

∫
lnsin ; 

dxex
x

∫
−

⋅ 33 ;                              ( )dxxe x∫ − 4cos3 ;             ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 3sin4cos ; 
( )
( )dx
x

x
∫ + sin1

sin ;                          ( )dxxtg∫ +123 ;               ( ) ( )dx
xx∫ ⋅ 24 sincos

1 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2sin2cos4 ;               dx
xx∫ +− 22

1
2

;          ( ) ( )
dx

xxx
xx

∫ −⋅++
+−

22

23

112
12 ; 

dx
xx

x
∫ +++ 3 11

;                 ( ) dx
x

x
∫

− 525.0 . 

 
ВАРИАНТ № 15 

dx
x

xx∫ 







+
+−

2
26

4
23 ;  dxx

∫ 





−

4
cos ;                         ( )dx

xx∫ ⋅ ln
1 ; 

( ) ( )dxxxx∫ ⋅+ cos22 ;     ( ) dxx
∫ 






 −

2
2lnsin2 ;                ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 4cos8cos ; 

( )
( )dx
x

x
∫ − cos1

cos ;               ( )dxxctg∫ +− 63 ;                     ( ) ( )( )dxxx∫ − 2cos6sin2 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 45 sincos ;      dx
xx∫ ++ 53

3
2

;                     
( ) ( )

dx
xx

xx
∫ +⋅+

++
14

132
2

2

; 

dx
x
x

∫ −+
++

11
11 ;               dxxx∫ 






 +⋅

−
2

2
3

2
1 . 
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ВАРИАНТ № 16 

( ) ( ) dxxch
x∫ 








++ 13

cos
2
2

;  dx
x∫ −107

7 ;                       dx
e

e
x

x

∫ +12
; 

( )( ) dxxarctgx
2

∫ ⋅ ;              ( ) dxxLn
∫ 






 −

2
2cos2 ;          ( ) ( )dxxx∫ −⋅− 4sin3sin ; 

( ) ( )dx
xx∫ ⋅++ cos3sin2

1 ;    ( )dxxtg∫ +− 47 ;               ( )
( )dx
x
x

∫ 4

2

sin
cos ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2sin2cos 34 ;          dx
xx∫ −− 2

2
2

;              ( ) ( ) ( )dx
xxx

x
∫ −⋅+⋅−

+
346

162

; 

dx
xx∫ −−− 4 2121

1 ;          ( ) dxxx∫
−−⋅ 2

3
2
1

61 . 

 
ВАРИАНТ № 17 

dx
x

x∫ 






 +
−

4
2

2
2

;       ( ) dxx∫ − 1052 ;                          ( )dx
x
x

∫
ln ; 

( )dxxarctgx∫ ⋅ 32 ;          ( )dxxx∫ +− 12sin8 )32( ;                  ( ) ( )dxxx∫ −⋅− 4sin3sin ; 

( ) ( )dx
xx∫ ⋅− cos2sin

1 ;    ( )dxxctg∫ +1582 ;                    dxx
∫ 








2
cos2 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 52 sincos ;       dx
xx

x
∫ ++

−
33

13
2

;                       ( ) ( )dx
xx

x
∫ +⋅−

−
87

55 ; 

( ) ( )
dx

xx
∫

−⋅− 21
1
3

;     dx
x

x∫ 





 +⋅

312 . 

 
ВАРИАНТ № 18 

dxex
x

x∫ 






 ++
−

6

2
3

8
2 ;   ( )dxx∫ − 23cos ;                   dx

x
x

∫ +162
; 

dxex x∫ −⋅
23 ;                      ( )dxxe x∫ −+ 68cos)86( ;              ( ) ( )dxxx∫ −⋅− 4cos3cos ; 
( )

( ) ( )dx
xx

x
∫ +

+
sincos

2sin ;           ( )dxxtg∫ −− 1542 ;               ( )
( )dx
x
x

∫ 4

2

cos
sin ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2sin2cos 32 ;      dx
xx∫ −− 6

1
2

;                   ( ) ( )
dx

xxx
xxx

∫ −⋅−+
+++−

22

33

763
132 ; 

( )
dx

xx∫ −⋅− 211
1 ;          dx

x
x∫ 






 +−⋅

374 . 
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ВАРИАНТ № 19 

( ) dx
xxch∫ 








+

+
3

32
22

; ( )dxe x∫ +12 ;                                ( )dx
x
x

∫ − 21
arcsin ; 

dx
x
xx∫ 






+
−

⋅
1
1ln ;            ( )( )dxx∫ 4lnsin ;                       ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 4sin5cos ; 

( )
( ) ( )dx

xx
x

∫ −
+

sincos
1cos ;        ( )dx

xtg∫ −− 172
1

2
;                 ( )dxx∫ 8sin2 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 54 sincos ;       dx
xx
x

∫ ++
−

65
3

2
;                      

( ) ( )
dx

xx
xx

∫ +⋅−
+−

87
3

2

3

; 

dx
xx

x
∫ +++

+
1212

12
3

;   dx
xx∫ +⋅ 1

1
22

. 

  
ВАРИАНТ № 20 

( ) ( ) dxxx
x∫ 








−+ 9

2
cos4

sin
6 ;  ( ) dx

x∫ −+
−

24536
10 ;           dx

x
x

∫ − 6

2

4
; 

( )dx
x

x
∫

2ln ;                            ( )( )dxxLn∫ 2cos ;              ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 5sin4cos ; 

( )
( ) ( )dx

xx
x

∫ +
⋅

cossin
sin2 ;               ( )dx

xctg∫ +− 92
1 ;            ( ) ( )dx

xx∫ ⋅ 44 cossin
1 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 56 sincos ;              dx
xx∫ +− 22

1
2

;               ( ) ( )dx
xxx

xx
∫ +⋅−+

−+
863

172
2

2

; 

dx
xxx

∫
++ 2

5
2
3

1 ;                  ( ) dxxx∫ −⋅
2
5

2 . 
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ГЛАВА VI  
ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

 
 
 
Цели 
Иметь представление о: 
• первообразной; 
• определенном интеграле, его свойствах; 
• геометрическом и физическом смысле определенного интеграла; 
• методах вычисления определенного интеграла; 
• несобственных интегралах, их свойствах и геометрическом 

смысле; 
• геометрических и физических приложениях определенного инте-

грала; 
• методах приближенного вычисления определенного интеграла. 
Знать: 
• определение определенного интеграла, формулу Ньютона–

Лейбница; 
• свойства определенного интеграла; 
• теорему существования определенного интеграла; 
• геометрический и физический смысл определенного интеграла; 
• методы вычисления определенного интеграла; 
• методы вычисления несобственного интеграла и его свойства; 
• геометрический смысл несобственного интеграла; 
• геометрические и физические приложения определенного инте-

грала; 
• метод интегральных сумм; 
• метод дифференциала; 
• алгоритмы приближенного вычисления определенного интеграла. 
Уметь: 
Вычислять определенный, несобственный интеграл различных функ-

ций. Находить длину дуги, площадь плоской фигуры, объем тела, работу 
переменной силы, путь, пройденный телом, давление жидкости на верти-
кальную пластинку, статический момент и координату центра тяжести 
плоской кривой. Вычислять приближенно определенный интеграл по фор-
муле треугольника, по формуле трапеции, по формуле парабол. 

 
1. ПОНЯТИЕ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА. 
СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 

 
Рассмотрим непрерывную функцию ( )xf  в плоскости Oxy  
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(см. рис. 1), определенную на отрезке [ ]ba;  и принимающую неотрицатель-
ные значения на заданном отрезке. Разобьем отрезок [ ]ba;  на n  частичных 
отрезков, удовлетворяющих условию bxxxa n =<<<= ...21 . В каждом ча-
стичном отрезке [ ]1; +ii xx  выберем произвольную точку [ ]1; +∈ iii xxc . В плос-
кости рассмотрим фигуру, ограниченную 
осью Ox , прямыми ax = , bx =  и линией 

( )xfy = , [ ]bax ;∈ , – криволинейную тра-
пецию. Эта фигура состоит из прямо-
угольников с основанием [ ]1; +ii xx  и высо-
той ( )icf . Площадь каждого прямо-
угольника равна ( ) ( )1++⋅ iii xxcf . Тогда 
площадь фигуры, состоящей из прямо-
угольников, равна ( ) ( )1

1
+

=

+⋅∑ ii

n

i
i xxcf  – ин-

тегральная сумма функции ( )xfy =  на 
отрезке [ ]ba; . Если интегральная сумма 
имеет предел, который не зависит от 
способа разбиения отрезка [ ]ba;  на частичные отрезки и выбора точки в них, 
то данный предел называется определенным интегралом от функции 

( )xfy =  на отрезке [ ]ba;  и обозначается ( )∫
b

a

dxxf . Таким образом,  

( ) ( ) ( )∑∫
=

+∞→
+⋅=

n

i
iiin

b

a

xxcfdxxf
1

1lim , где 

a  – нижний предел интегрирования; 
b  – верхний предел интегрирования; 
( )xf  – подынтегральная функция; 
( )dxxf  – подынтегральное выражение; 

отрезок [ ]ba;  – область интегрирования. 
Функция ( )xfy = , для которой на отрезке [ ]ba;  существует опреде-

ленный интеграл ( )∫
b

a

dxxf , называется интегрируемой на этом отрезке. 

Необходимое условие интегрируемости функции – условие ограни-
ченности функции. 

Теорема 
Если функция ( )xf  интегрируема на отрезке [ ]ba; , то она ограничена 
на этом отрезке. 
Теорема существования определенного интеграла – теорема Коши 
Если функция ( )xfy =  непрерывна на отрезке [ ]ba; , то определен-

2x
nxb =

O
x

y

1xa =

ix 1+ixic1c
2c

( )xf

Рис. 1. Кривая f(x) на плоскости 
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ный интеграл ( )∫
b

a

dxxf  существует. 
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Теорема 
Функция, монотонная на отрезке, интегрируема на этом отрезке. 
Теорема 
Функция, непрерывная на отрезке, интегрируема на этом отрезке. 
Эти теоремы являются достаточным условием интегрируемости 
функции. 
Теорема 
Если функции ( )xf  и ( )xg  определены на отрезке [ ]ba; , кроме, воз-
можно, конечного числа точек, и выполняется равенство ( ) ( )xgxf = , 
то функция ( )xf  интегрируема на отрезке [ ]ba;  тогда и только тогда, 
когда на этом отрезке интегрируема функция ( )xg , т. е. 

( ) ( )∫∫ =
b

a

b

a

dxxgdxxf . 

Функция, определенная на отрезке, называется кусочно-непрерывной 
на этом промежутке, если она непрерывна всюду на отрезке, кроме конеч-
ного числа точек, в которых имеет разрыв первого рода. 

Теорема 
Если функция кусочно-непрерывная на отрезке, то она интегрируема 

на этом отрезке. 
 

Свойства определенного интеграла 
Свойства определенного интеграла следуют из определения опреде-

ленного интеграла. 
10. Определенный интеграл не зависит от обозначения переменной 

интегрирования: ( ) ( ) ( )∫∫∫ ==
b

a

b

a

b

a

dzzfdttfdxxf . 

20. ( ) 0=∫
a

a

dxxf . 

30. Если функции ( )xf  и ( )xg  интегрируемы на отрезке [ ]ba; , то для 
любых α , β ∈ R  функция gf ⋅±⋅ βα  также интегрируема на этом отрез-

ке ( ) ( )[ ] ( ) ( )dxxgdxxfdxxgxf
b

a

b

a

b

a
∫∫∫ ⋅±⋅=⋅±⋅ βαβα . 

40. Определенный интеграл меняет знак при перестановке пределов 

интегрирования ( ) ( )∫∫ −=
a

b

b

a

dxxfdxxf . 

50. Если отрезок [ ]ba;  разбить точкой c  на две части [ ]ca;  и [ ]bc; , то 

( ) ( ) ( )dxxfdxxfdxxf
b

c

c

a

b

a
∫∫∫ += . 

60. Если функция ( ) 0≥xf  на отрезке [ ]ba; , где ba < , то ( ) 0≥∫ dxxf
b

a

. 
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70. Если функции ( )xf  и ( )xg  определены и интегрируемы на отрез-
ке [ ]ba;  и для всех [ ]bax ;∈  выполняется неравенство ( ) ( )xgxf ≤ , то 

( ) ( )dxxgdxxf
b

a

b

a
∫∫ ≤ . 

80. Если функция ( )xf  определена и непрерывна на отрезке [ ]ba; , то 

существует точка [ ]bac ;∈ , такая, что ( ) ( ) ( )cfabdxxf
b

a

⋅−=∫ . 

90. Если в точках M  и N  функция ( )xfy =  принимает наибольшие и 

наименьшие значения на отрезке [ ]ba; , то ( ) ( ) ( )abNdxxfabM
b

a

−⋅≤≤−⋅ ∫ . 

100. Модуль определенного интеграла не превосходит интеграла от 

модуля подынтегральной функции ( ) ( )dxxfdxxf
b

a

b

a
∫∫ ≤ , ba < . 

110. Производная определенного интеграла по переменному верхне-
му пределу равна подынтегральной функции, в которой переменная инте-

грирования заменена этим пределом ( ) ( )xfdttf
x

x

a

=






∫

/

. 

Определенный интеграл с переменным верхним пределом является 
одной из первообразных подынтегральной функции. 

( )xf , ( )xg  – непрерывные дифференцируемые функции на отрезке 
[ ]ba; . 

 
2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ И ФИЗИЧЕСКИЙ СМЫСЛ 

ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 
 
Геометрический смысл определенного интеграла – площадь криво-

линейной трапеции. 
Физический смысл определенного интеграла – работа A  переменной 

силы F , величина которой есть непрерывная функция ( )xFF = , действу-
ющая на отрезке [ ]ba;  и равная определенному интегралу от величины 
( )xF  силы, взятой по отрезку [ ]ba; . 

( )dxxFA
b

a
∫= . 

Путь S  – путь, пройденный точкой за промежуток времени от at =  
до bt = . Он равен определенному интегралу от скорости ( )tv . 

( )dttvS
b

a
∫= . 

Масса m  неоднородного стержня на отрезке [ ]ba;  равна определен-
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ному интегралу от плотности ( )xρ . 

( )dxxm
b

a
∫= ρ . 

 
3. ФОРМУЛА НЬЮТОНА – ЛЕЙБНИЦА 

 
Теорема 
Если функция ( )xfy =  непрерывна на отрезке [ ]ba;  и ( )xF  – перво-
образная этой функции на отрезке [ ]ba;  ( ( ) ( )xfxF =′ ), тогда спра-

ведлива формула ( ) ( ) ( )aFbFdxxf
b

a

−=∫ . 

Доказательство. 
Рассмотрим отрезок [ ]ba; . Разобьем его точками ix  ( ii xx <−1 ) на n  ча-

стичных отрезков и в каждом из полученных интервалов возьмем точку 
( )iii xxc ;1−∈  (см. рис. 2). 

 
Рассмотрим тождество  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ++−+−=−=− −−− ...2110 nnnnn xFxFxFxFxFxFaFbF
( ) ( )( ) ( ) ( )( )0112 xFxFxFxF −+−+ . 

Разности в скобках преобразуем по формуле Логранжа 
( ) ( ) ( ) ( )abcfafbf −⋅′=− , тогда 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =−⋅′++−⋅′+−⋅′=− −−−− 0112111 ... xxcFxxcFxxcFaFbF nnnnnn  

( ) ( ) i

n

i
ii

n

i
i xcfxcF ∆=∆′= ∑∑

== 11
. 

Так как функция ( )xf  непрерывна на отрезке [ ]ba; , то она интегри-
руема на нем. Следовательно, существует предел интегральной суммы, 
равный определенному интегралу от функции ( )xf  на отрезке [ ]ba; , т. е. 

( ) ( ) ( ) ( )dxxfxcfaFbF
b

a
i

n

i
ixi

∫∑ =∆=−
=→∆ 10max

lim . 

Эта формула называется формулой Ньютона – Лейбница. 
Формы записи определенного интеграла:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )b

a

b

a

b

a

dxxfxFaFbFdxxf ∫∫ ==−= . 

Если ba > , то ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )aFbFbFaFdxxfdxxf
a

b

b

a

−=−−=−= ∫∫ , т. е. 

формула Ньютона – Лейбница одинакова для случая ba >  и ba < . 

xO
0xa =

1x 2x

1−ix ix
nxb =

ncic
1c

Рис. 2. Разбиение отрезка на интервалы 
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ПРИМЕР. Вычислить определенный интеграл, используя формулу 
Ньютона – Лейбница ( )dxx∫ +

7

2

12 . 

РЕШЕНИЕ: 
Используя свойство 2 определенного интеграла, преобразовать ис-

ходный интеграл. 

( ) =+=+⋅=+⋅=+=+ ∫∫∫∫∫
7

2

7

2

27

2

7

2

27

2

7

2

7

2

7

2

7

2 2
22212 xxxxdxdxxdxdxxdxx  

502727 22 =−+−= . 

ОТВЕТ: ( ) 5012
7

2

=+∫ dxx . 

 
4. МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО  

ИНТЕГРАЛА 
 

Методы вычисления определенного интеграла аналогичны методам 
вычисления неопределенного интеграла, которые были рассмотрены в 
предыдущем разделе. Для вычисления определенного интеграла необхо-
димо использовать один из методов вычисления неопределенного интегра-
ла, а после применить формулу Ньютона – Лейбница. 

Ниже приведены основные теоремы, которые необходимо знать и 
уметь применять при вычислении определенных интегралов. 

Теорема 
Если функция ( )xf  определена и непрерывна на отрезке [ ]ba; , и 
функция ( )xϕ  определена и непрерывно дифференцируема на отрез-
ке с концами A  и B , все значения функции ( )xϕ  принадлежат отрез-
ку [ ]ba;  и выполняется соотношение ( ) aA =ϕ , ( ) bB =ϕ , то справед-

ливо равенство ( ) ( )( ) ( )dtttfdxxf
B

A

b

a

ϕϕ ′⋅= ∫∫ . 

При вычислении определенного интеграла методом замены перемен-
ной необходимо менять пределы интегрирования после сделанной замены 
переменных. 

ПРИМЕР.  

Вычислить интеграл ∫ +

7

3 xx
dx . 

РЕШЕНИЕ: 
1. Сделаем замену переменной tx = . 
2. Пересчитаем пределы интегрирования. Если 31 =x , то 31 =t . Ес-

ли 72 =x , то 72 =t . 
3. Подставим новую переменную и вычисленные пределы интегри-

рования в исходный интеграл и вычислим его 
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( ) ( )
=+⋅=

+
=

+
=

























==

==

==

=→=

=
+ ∫∫∫

7

3

7

3

7

3
2

22

11

2

2

7

3

1ln2
1

22

77

33

2
t

t
dt

tt
tdt

tx

tx

tdttdxd
txtx

xx
dx  

( ) ( )( ) 577,013ln17ln2 ≈+−+⋅= . 

ОТВЕТ: 577,0
7

3

≈
+∫ xx
dx . 

Теорема 
Если функции u , v  определены и непрерывно дифференцируемы на 
отрезке [ ]ba; , то справедливо равенство  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dxxvxuxvxudxxvxu
b

a

b

a

b

a
∫∫ ⋅′−⋅=′⋅ . 

ПРИМЕР.  

Вычислить интеграл ( )∫ ⋅
π

0

3cos dxxx . 

РЕШЕНИЕ: 
1. Пусть xu = , тогда ( )dxxdv 3cos= . 

2. Вычислить du , v : dxdu = , ( )xv 3sin
3
1

= . 

3. Применить формулу интегрирования по частям 

( )
( )

( )
( ) ( ) =−⋅=













==

==
=⋅ ∫∫

πππ

000

3sin
3
13sin

3
1

3sin
3
1;

3cos;
3cos dxxxx

xvdxdu

dxxdvxu
dxxx  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
9
2

9
03cos3cos

3
03sin03sin

9
3cos

3
3sin

00

−=
⋅−

+
⋅⋅−⋅

=+
⋅

=
πππππ xxx . 

ОТВЕТ: ( )
9
23cos −=⋅∫ dxxx . 

 
Интегрирование четных и нечетных функций 

Теорема 
Если функция ( )xf  непрерывна на отрезке [ ]aa;−  и симметрична от-

носительно точки 0=x , то 

( ) ( ) ( )

( )





−

−⋅
= ∫∫

− функция нечетная если,0

функция четная если,2
0

xf

xfdxxf
dxxf

a
a

a

 

Доказательство. 
Разбить отрезок интегрирования [ ]aa;−  на части [ ]0;a−  и [ ]a;0 , тогда, 
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по свойству аддитивности, ( ) ( ) ( )dxxfdxxfdxxf
a

a

a

a
∫∫∫ +=

−− 0

0

. 

Решить интеграл ( )dxxf
a
∫
−

0

 методом подстановки tx −= . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =−−=−−=








=−=−=
==−=

= ∫∫∫
−

000

   то, Если.
0  то,0 Если.

aaa

tdtftdtf
ataxdtdx

txtx
dxxf  

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ −=








=−=
0

0 анияинтегриров переменной яобозначени 
от зависит не интегралсвойству  по

a

a

xdxftdtf . 

Подставить результат в исходный интеграл  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )dxxfxfdxxfdxxfdxxf
aaaa

a
∫∫∫∫ +−=+−=

− 000

. 

Если функция ( )xf  четная, то ( ) ( )xfxf −= , следовательно, 
( ) ( ) ( )xfxfxf 2=+− . Если функция ( )xf  нечетная, то ( ) ( )xfxf −−= , сле-

довательно, ( ) ( ) ( ) ( ) 0=−−−=+− xfxfxfxf . Тогда  

( ) ( ) ( )

( )





−

−⋅
= ∫∫

− функция нечетная если,0

функция четная если,2
0

xf

xfdxxf
dxxf

a
a

a

. 

ПРИМЕР.  

Вычислить интеграл ( )∫
−

+
3

3

42 42 dxxx . 

РЕШЕНИЕ: 
1. Функция ( ) 42 42 xxxf +=  симметрична относительно точки 0=x  и 

непрерывна на отрезке [ ]3;3− . 
2. Необходимо проверить подынтегральную функцию на четность-

нечетность 
( ) 42 42 xxxf += . 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )4242 4242 xxxxxf +=−+−=− . Так как ( ) ( )xfxf −= , то искомая 

функция является четной. 
3. Вычислить интеграл 

( ) ( ) +⋅=⋅+⋅=+⋅=+ ∫∫∫∫∫
−

dxxdxxdxxdxxxdxxx
3

0

2
3

0

4
3

0

2
3

0

42
3

3

42 4422242242  

8,4243
5
83

3
4

5
8

3
48 53

3

0

53

0

33

0

4 =⋅+⋅=⋅+⋅=⋅+ ∫
xxdxx . 

ОТВЕТ: ( ) 8,42442
3

3

42 =+∫
−

dxxx . 



 258 

ПРИМЕР.  

Вычислить интеграл ( )∫
−

+
π

π

dxxx sin2 3 . 

РЕШЕНИЕ: 
1. Функция ( ) ( )xxxf sin2 3 +=  симметрична относительно точки 

0=x  и непрерывна на отрезке [ ]ππ ;− . 
2. Необходимо проверить подынтегральную функцию на четность- 

нечетность  
( ) ( )xxxf sin2 3 += . 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxxxxxf −=−−=−+−=− sin2sin2 33 . Так как ( ) ( )xfxf −−= , то 

искомая функция является нечетной. 
3. Вычислить интеграл 

( ) 0sin2 3 =+∫
−

π

π

dxxx  

ОТВЕТ: ( ) 0sin2 3 =+∫
−

π

π

dxxx . 

 
5. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

 

Определенный интеграл ( )dxxf
b

a
∫ , где промежуток интегрирования 

[ ]ba;  является конечным, а подынтегральная функция ( )xf  непрерывна на 
отрезке [ ]ba; , называется также собственным интегралом. 

Несобственным интегралом является определенный интеграл от не-
прерывной функции  с бесконечным промежутком интегрирования или с 
конечным промежутком интегрирования, но от функции, имеющей на нем 
бесконечный разрыв. 

Существует несобственный интеграл I рода (интеграл с бесконеч-
ным промежутком интегрирования) и несобственный интеграл II рода 
(интеграл от разрывной функции). 

Несобственный интеграл первого рода 
Если функция ( )xf  определена на промежутке [ )∞;a  и для любого 

aM >  интегрируема на отрезке [ ]Ma, , то функция ( )xf  локально интегри-
руема на промежутке [ )∞;a . 

Рассмотрим функцию ( )xf , непрерывную на промежутке [ )∞;a . 

Если для функции ( )xf  существует конечный предел ( )dxxf
b

a
b ∫∞→
lim , то 

такой конечный предел называется несобственным интегралом первого 
рода и говорят, что он сходится. Если предел не существует или бесконе-
чен, то интеграл расходится. 
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Обозначение несобственного интеграла: ( )dxxf
a
∫
∞

. 

Аналогично определяется несобственный интеграл функции на про-
межутке ( ]b;∞− . 

Свойства несобственного интеграла первого рода 

10. Если сходится несобственный интеграл ( )dxxf
a
∫
∞

, то для любого 

ab >  сходится несобственный интеграл ( )dxxf
b
∫
∞

 и справедливо равенство 

( ) ( ) ( )dxxfdxxfdxxf
b

b

aa
∫∫∫
∞∞

+= . 

20. Если функция ( )xf  определена и локально интегрируема на про-
межутке [ )∞;a , для некоторого ab >  и сходится несобственный интеграл 

( )dxxf
b
∫
∞

, то сходится и несобственный интеграл ( )dxxf
a
∫
∞

. 

30. Если сходятся несобственные интегралы ( )dxxf
a
∫
∞

, ( )dxxg
a
∫
∞

, то для 

любых α , β R∈  сходится несобственный интеграл ( ) ( )[ ]dxxgxf
a
∫
∞

⋅+⋅ βα  и 

справедливо равенство  

( ) ( )[ ] ( ) ( )dxxgdxxfdxxgxf
aaa
∫∫∫
∞∞∞

⋅+⋅=⋅+⋅ βαβα . 

40. Если для всех [ )∞∈ ;ax  выполняется неравенство ( ) ( )xgxf ≤  и не-

собственные интегралы ( )dxxf
a
∫
∞

, ( )dxxg
a
∫
∞

 сходятся, то ( ) ( )dxxgdxxf
aa
∫∫
∞∞

≤ . 

50. Если функции ( )xf , ( )xg  положительные и локально интегриру-

емы на промежутке [ )∞;a  и существует конечный предел ( )
( ) 0lim >

∞→ xg
xf

x
, то 

несобственные интегралы ( )dxxf
a
∫
∞

, ( )dxxg
a
∫
∞

 сходятся или расходятся одно-

временно. 
60. Несобственный интеграл с двумя бесконечными пределами опре-

деляется по формуле: 

( ) ( ) ( )dxxfdxxfdxxf
c

c

∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

+= , 

где c  – произвольное число. 
Интеграл слева будет сходиться тогда, когда будут сходиться инте-

гралы справа. 
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Признаки сходимости неопределенных интегралов. 
Теорема. Критерий Коши сходимости несобственного интеграла 
Если функция ( )xf  определена и локально интегрируема на проме-
жутке [ )∞;a  и для любого 0>ε  существует такое aN > , что для 

любых 1M , NM ≥2  выполняется неравенство ( ) ε<∫ dxxf
M

M

2

1

, то не-

собственный интеграл ( )dxxf
a
∫
∞

 сходится. 

Теорема 
Если на промежутке [ )∞;a  непрерывные функции удовлетворяют 

условию ( ) ( )xxf ϕ≤≤0 , то из сходимости интеграла ( )dxx
a
∫
∞

ϕ  следует 

сходимость интеграла ( )dxxf
a
∫
∞

, а из расходимости интеграла ( )dxxf
a
∫
∞

 

следует расходимость интеграла ( )dxx
a
∫
∞

ϕ . 

Геометрическим смыслом несобственного сходящегося интеграла 

первого рода ( )dxxf
a
∫
∞

, непрерывной на промежутке [ )∞;a  функции 

( ) 0≥xf  является площадь бесконечно длинной криволинейной трапеции. 
ПРИМЕР.  

Вычислить несобственный интеграл dxx∫
∞−

0
4  или установить его схо-

димость, расходимость. 
РЕШЕНИЕ: 

5

lim0

5
limlim

55050
4

0
4

axdxxdxx a

a
a

a
a

−∞→

−∞→−∞→
∞−

−
=== ∫∫ . 

Интеграл расходится, так как при −∞→a  предел 5lim a
a −∞→

 расходится. 

ОТВЕТ: Интеграл dxx∫
∞−

0
4  расходится. 

 
ПРИМЕР.  

Вычислить несобственный интеграл dx
x∫

∞

2
4

1  или установить его схо-

димость, расходимость. 
РЕШЕНИЕ: 

24
1

2
10

3
11lim

3
1

3
limlim1

3
2

3
2

3

2

4

2

4

2
4 =






 −⋅−=⋅−=

−
===

∞→

−

∞→

∞
−

∞→

∞
−

∞

∫∫∫
b

b

b

bb x
xdxxdxxdx

x
. 
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ОТВЕТ: Интеграл 
24
11

2
4 =∫

∞

dx
x

 сходится. 

Несобственный интеграл второго рода 
Рассмотрим функцию ( )xf , непрерывную на промежутке [ )ba;  и 

терпящую бесконечный разрыв при bx = . Если существует конечный пре-

дел ( )dxxf
b

a
∫
−

→

ε

ε 0
lim , то его называют несобственным интегралом второго ро-

да и обозначают ( )dxxf
b

a
∫ . 

( ) ( )dxxfdxxf
b

a

b

a
∫∫
−

→
=

ε

ε 0
lim . 

Если предел правой части существует, то несобственный интеграл 
сходится. Если предел правой части не существует или равен бесконечно-
сти, то несобственный интеграл расходится. 

Аналогично, если функция ( )xϕ  непрерывна на промежутке ( ]ba;  и в 
точке ax =  имеет бесконечный разрыв, то  

( ) ( )dxxdxx
b

a

b

a
∫∫
+

→
=

ε
ε

ϕκ
0

lim . 

Если функция ( )xf  имеет разрыв во внутренней точке отрезка [ ]ba; , 
то несобственный интеграл вычисляется по формуле  

( ) ( ) ( )dxxfdxxfdxxf
b

c

c

a

b

a
∫∫∫ += . 

Интеграл слева является сходящимся, если сходятся оба интеграла 
справа. 

Признаки сходимости несобственных интегралов второго рода. 
Теорема. Признак сравнения 
Если функции ( )xf , ( )xg  определены на промежутке ( ]ba;  и инте-
грируемы на отрезке [ ]ba ;λ+  для любого λ , удовлетворяющего 
условию ab −<< λ0 , и обе функции принимают неотрицательные 
значения, для любого ( ]bax ;∈  выполняется неравенство 
( ) ( )xgxf ≤ , то 

1) если несобственный интеграл ( )dxxg
b

a
∫  сходится, то несобственный 

интеграл ( )dxxf
b

a
∫  также сходится; 

2) если несобственный интеграл ( )dxxg
b

a
∫  расходится, то несобствен-

ный интеграл ( )dxxf
b

a
∫  также расходится. 
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Теорема. Признак сравнения в предельной форме 
Если функции ( )xf , ( )xg  определены на промежутке ( ]ba;  и инте-
грируемы на отрезке [ ]ba ;λ+  для любого λ , удовлетворяющего 
условию ab −<< λ0 , и обе функции принимают на промежутке 

( ]ba;  положительные значения и существует предел ( )
( ) 0lim

0
>

+→ xg
xf

ax
, то 

несобственные интегралы ( )dxxf
b

a
∫  и ( )dxxg

b

a
∫  сходятся или расходят-

ся одновременно. 
Теорема. Критерий сходимости Коши 
Если функция ( )xf  определена на промежутке ( ]ba;  и интегрируема 
на отрезке [ ]ba ;λ+  для любого λ , удовлетворяющего условию 

ab −<< λ0 , то несобственный интеграл ( )dxxf
b

a
∫ сходится тогда, ко-

гда выполняется условие: для любого 0>ε  существует такое δ , 
ab −<<δ0 , что для любых 1λ , 2λ , удовлетворяющих условию 

δλ << 10 , δλ << 20 , выполняется неравенство ( ) ε
λ

λ

<∫
+

+

dxxf
a

a

2

1

. 

Геометрическим смыслом несобственного интеграла второго рода 

( )dxxf
b

a
∫ , функции ( ) 0>xf  является площадь бесконечно высокой криво-

линейной трапеции. 
ПРИМЕР.  

Вычислить интеграл 
( )∫ −

3

2
32

1 dx
x

 и определить, сходится он или рас-

ходится. 
РЕШЕНИЕ: 

1. Необходимо определить точки разрыва функции 
( )32

1
−x

. 

Функция имеет разрыв в точке, в которой знаменатель равен нулю, т. е. 
( ) 02 3 =−x  или 2=x  – точка разрыва. 

2. Необходимо вычислить интеграл функции  

( )
( ) ( )

( )
=

−
−=−−=

− +
→

+

−

→ ∫∫
3

2

22

3

2

3

2

3

2
3 2

1lim
2
122lim

2
1

ε
ε

ε
ε x

xdxdx
x

 

( ) ( )
∞=








−

−
−

⋅−=
→ 222 2

1lim
23

1
2
1

εε
. Интеграл расходится. 



 263 

ОТВЕТ: Интеграл 
( )∫ −

3

2
32

1 dx
x

 расходится. 

 
6. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ И ФИЗИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 

ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 
 

Рассмотрим нахождение значения физической или геометрической 
величины A  на отрезке [ ]ba; . Величина задана непрерывной неотрица-
тельной функцией ( )xf  на данном отрезке, где x  – переменная величина. 
Величина A  аддитивна. 

Величину A  можно найти двумя способами: методом интегральных 
сумм и методом дифференциала. 

Суть метода интегральных сумм 
1. Точками ix , ni ;1=  разбивается отрезок [ ]ba;  на n  частей 

(см. рис. 1). Тогда величина A  разбивается на n  слагаемых iA∆ , ni ;1= : 
nAAAA ∆++∆+∆= ...21 . 

2. Каждое iA∆  можно вычислить в произвольной точке ic , принадле-
жащей разбитым отрезкам. ( ) iii xcfA ∆≈∆ . Тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) i

n

i
inn xcfxcfxcfxcfA ∆=∆++∆+∆≈ ∑

=1
2211 ... . 

3. Вычисление величины A  по определению предела функции 

( ) ( )dxxfxcfA
b

a
i

n

i
in ∫∑ =∆=

=∞→ 1
lim . 

Суть метода дифференциала 
1. На отрезке [ ]ba;  выбирается произвольное значение x  и рассмат-

ривается произвольный отрезок [ ]xa; . На данном отрезке величина A  явля-
ется функцией, зависящей от переменной x , т. е. ( )xAA = . 

2. При изменении x  на x∆  вычисляем дифференциал dA . 
( )dxxfdA = . 

3. Так как AdA ∆≈  при 0→∆x , то ( ) ( )dxxfAbA
b

a
∫== . 

Вычисление длины дуги и площади плоской фигуры 
Площади плоских фигур. 
Из геометрического смысла определенного интеграла следует: пло-

щадь криволинейной трапеции, расположенной «выше» оси абсцисс 
( ( ) 0≥xf ) (см. рис. 3) и ограниченной прямыми ax = , bx = , вычисляется 

по формуле ( )dxxfS
b

a
∫=1 . Если функция ( ) 0<xg , то ( )dxxgS

b

a
∫−=2 . Объ-

единим эти формулы,: 
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( )∫=
b

a

dxxfS . 

При вычислении площади 
плоской фигуры сложной формы 
необходимо фигуру разбить на 
более простые прямыми линия-
ми, параллельными оси Oy . Ре-
шение задачи можно разделить 
на несколько этапов. 

Первый этап – в системе 
координат xOy  построить кри-
вые, данные по условию задачи. 
Определить область определения 
фигуры, площадь которой необ-
ходимо вычислить. 

Второй этап – разбить 
сложную фигуру на более про-
стые линиями, параллельными 
оси Oy  или Oy . 

Третий этап – вычислить площадь полученной фигуры (определен-
ный интеграл). 

В декартовой системе координат построим две функции (см. рис. 4) 
( )xf  и ( )xg . Функции, ограниченные осью Ox , прямыми ax = , bx = . 

Функции определены и непрерывны на отрезке [ ]ba; , для любого x  выпол-
няется неравенство ( ) ( )xfxg ≤ . Вычислим площадь полученной фигуры. 

Первый этап. 
Нанесем на чертеж все линии, данные 

по условию задачи: ( )xf , ( )xg , ax = , bx = , 
ось Ox  (см. рис. 4). Диагональной штрихов-
кой выделена фигура, ограниченная линиями: 
( )xg , ax = , bx = , осью Ox  (фигура ABCD ). 

Линией «в квадрат» выделена фигура, огра-
ниченная линиями: ( )xf , ax = , bx = , ось  
Ox  (фигура AEFD ). Область определения 
фигуры, площадь которой необходимо вы-
числить, – область определения фигуры 
BEFC . 

Второй этап. 
Фигуру BEFC  можно представить как разность фигур AEFD  и 

ABCD . 
Третий этап. 

y

x
O

( ) 0≥xf

( ) 0<xg

ax = bx =

2S

1 S 

Рис. 3. Криволинейные трапеции, 
расположенные в I и IV координатных осях 

Рис. 4. Плоская фигура 
сложной формы 

A

B

C

D

E F

O

( )xg

( )xf

x

y

ax = bx =
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Площадь фигуры BEFC  равна разности площадей двух криволиней-

ных трапеций AEFD  и ABCD , т. е. ( ) ( )dxxgdxxf
b

a

b

a
∫∫ − . 

Если криволинейная трапеция ограничена непрерывной кривой 
( ) 0≥= yfx , прямыми cy = , dy = , осью Oy  (см. рис. 5), то площадь кри-

волинейной трапеции вычисляется по формуле dyxS
d

c
∫= . 

Если криволинейная трапеция ограниче-

на кривой, заданной параметрически 
( )
( )




=
=

tyy
txx

 

[ ]βα ;∈t , прямыми ax = , bx = , осью Ox , то 
площадь фигуры вычисляется по формуле 

( ) ( )∫ ′⋅=
β

α

dttxtyS , где α , β  вычисляются из 

равенства ( ) ax =α , ( ) bx =β . 
В полярной системе координат площадь 

криволинейного сектора (см. рис. 6), ограни-
ченного непрерывной линией ( )ϕrr =  и двумя 
лучами αϕ =  и βϕ =  ( βα < ), где r  и ϕ  полярные координаты, вычисля-
ется методом дифференциала  

( ) ϕϕ
β

α

drS ∫⋅= 2

2
1 . 

 

 
ПРИМЕР.  
Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 25xy = , 

xy ⋅= 40 , 1=x , 5=x  (см. рис. 7). 

O x

y

c

d

Рис. 5. Криволинейная 
трапеция, расположенная 

в I координатной 
четверти 

r

O
p

( )ϕrr =

β α
ϕd

Рис. 6. Площадь 
криволинейного сектора в 

полярной системе 
координат 
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x

y

O ax = bx =

A

B

Рис. 8. Плоская кривая в 
декартовой системе 

координат 

РЕШЕНИЕ: 
1. В системе координат xOy  по-

строим графики функций, данные по 
условию задачи (см. рис. 7). На полу-
ченном чертеже определим область 
определения фигуры, площадь которой 
необходимо вычислить, – область 
определения фигуры KBCD . 

2. Фигуру KBCD  можно пред-
ставить как разность фигур ABCM  и 
AKDM . 

3. Вычислим площадь фигуры 
KBCD : 

 

( ) 580152020
2

404040 225

1

2

5

1

25

1

5

1

=−⋅=⋅=⋅=⋅== ∫∫ xxdxxdxxSABCM  кв. ед. 

( )
3

62015
3
5

3
5

3
555 335

1

3

5

1

35

1

2
5

1

2 =−⋅=⋅=⋅=⋅== ∫∫ xxdxxdxxSAKDM  кв. ед. 

3,373
3

1120
3

620580 ≈=−=−= AKDMABCMKBCD SSS  кв. ед. 

ОТВЕТ: Площадь плоской фигуры равна 373,3 кв. ед. 
 
Длина дуги плоской кривой 
Под длиной дуги подразумевается предел, к которому стремится дли-

на ломаной линии, вписанной в эту дугу, когда число звеньев ломаной не-
ограниченно возрастает, а длина наибольшего звена ее стремится к нулю. 

В прямоугольной системе координат дана плоская кривая AB  
(см. рис. 8), уравнение которой ( )xfy = , bxa ≤≤ . Если функция ( )xfy =  
и ее производная ( )xfy ′=′  непрерывны на отрезке [ ]ba; , то длина кривой 
AB  вычисляется по формуле  

( )( ) dxxfl
b

a
∫ ′+= 21 . (*) 

Если уравнение кривой AB  задано в па-

раметрической форме 
( )
( )




=
=

tyy
txx

, βα ≤≤ t , где 

( )tx  и ( )ty  – непрерывные функции с непре-
рывными производными ( ) ax =α , ( ) bx =β , то 
длина l  кривой AB  вычисляется по формуле 

( )( ) ( )( ) dttytxl ∫ ′+′=
β

α

22 . 

Рис. 7. Плоская фигура 
-100
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Если уравнение кривой AB  задано в полярной системе координат 
( )ϕrr = , βϕα ≤≤  и функция ( )ϕr  и ее производная ( )ϕr′  непрерывны на 

отрезке [ ]ba; , то  

ϕ
β

α

drrl ∫ ′+= 22 . 

ПРИМЕР.  
Вычислить длину дуги плоской кривой xy −= 7  на отрезке [ ]15;3− . 
РЕШЕНИЕ: 
Длина дуги кривой вычисляется по формуле (*). 
1. Необходимо вычислить производную исходной функции 

( ) 17 −=′−=′ xy . 
2. Из условий задачи следует 3−=a , 15=b . 
3. Подставить производную исходной функции и пределы интегри-

рования в формулу (*) и вычислить длину дуги плоской кривой 

( ) ( )( ) 9,253152221111 15

3

15

3

15

3

15

3

2 ≈−−⋅=⋅=⋅=+=−+=
−

−−−
∫∫∫ xdxdxdxl  ед. 

ОТВЕТ: Длина плоской кривой xy −= 7  на отрезке [ ]15;3−  прибли-
зительно равна 25,9 ед. 

 
Объем тела. 
Объем тела V  по известным площадям S  параллельных поперечных 

сечений, перпендикулярных некоторой оси, например оси Ox , bxa <<  

вычисляется по формуле ( )dxxSV
b

a
∫= . 

ПРИМЕР.  
Вычислить объем тела, образованного вращением косинусоиды 

( )xy cos=  
2

0 π
≤≤ x  вокруг оси Ox . 

РЕШЕНИЕ: 
1. Необходимо построить график, на котором будет изображен объем 

тела, необходимый вычислить (см. рис. 9). 
2. Сечением тела является круг радиусом ( )xr cos=  и площадью 

( )xrS 22 cos⋅=⋅= ππ . 
3. Вычислим объем полученного тела  

( ) ( ) ( )
=

+
⋅=⋅== ∫∫∫ dxxdxxdxxSV

2

0

2

0

2
2

0 2
2cos1cos

πππ

ππ

( ) ( ) 22

0 22
sin

222
2sin

2






=






 +⋅=






 +⋅=

πππππ
π

xx куб. ед. 

2 
π 

1

1−

x

y

O

Рис. 9. Объем тела, 
образованный вращением 

косинусоиды вокруг оси Ox 
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ОТВЕТ: Объем тела, образованного вращением косинусоиды  во-

круг оси Ox , равен 
2

2






π  куб. ед. 

Площадь поверхности вращения 
Площадь S  поверхности, образованной вращением кривой 
( ) 0≥= xfy , производная ( )xfy ′=′  которой непрерывна на отрезке 

[ ]bax ;∈ , вычисляется по формуле ( ) dxyyS
b

a
x∫ ′+⋅⋅= 212π . 

Если кривая задана параметрическими уравнениями ( )txx = , 
( )tyy = , 21 ttt ≤≤ , то площадь поверхности вращения вычисляется по фор-

муле: ( ) ( )( ) ( )( ) dttytxtyS
t

t
∫ ′+′⋅⋅=
2

1

222π . 

 
Механическое приложение определенного интеграла 

Работа переменной силы 
Работа, произведенная переменной силой ( )xF  при перемещении 

материальной точки из положения ax =  в положение bx = , ba < , вычис-

ляется по формуле ( )dxxFA
b

a
∫= . 

Путь, пройденный телом 
Путь, пройденный материальной точкой, перемещающейся по пря-

мой с переменной скоростью ( )tvv =  за промежуток времени от 1t  до 2t , 

вычисляется по формуле ( )dttvS
t

t
∫=
2

1

. 

Давление жидкости на вертикальную пластинку 
Давление жидкости на вертикальную пластинку, ограниченную ли-

ниями ax = , bx = , ( )xfy 11= , ( )xfy 22 = , вычисляется по формуле 

( ) ( )( ) dxxxfxfgP
b

a
∫ ⋅−⋅⋅= 12ρ , где ρ  – плотность жидкости, g  – ускорение 

свободного падения. 
Статический момент и координата центра тяжести плоской кривой 
Статическим моментом xS  системы материальных точек относи-

тельно оси Ox  называется сумма произведений масс этих точек на их ко-

ординаты, т. е. i

n

i
ix ymS ⋅= ∑

=1
, где im  – масса материальных точек, iy  – рас-

стояние от материальной точки до оси Ox . 
Статический момент системы относительно оси Oy  вычисляется по 

формуле i

n

i
iy xmS ⋅= ∑

=1
. 
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Статический момент xS  кривой относительно оси Ox  вычисляется 

по формуле ( ) dxyydSS x

b

a
x

b

a
x

21 ′+⋅⋅== ∫∫ ρ . 

Статический момент yS  кривой относительно оси Oy  вычисляется 

по формуле ( ) dxyxS x

b

a
y

21 ′+⋅⋅= ∫ρ . 

Центром тяжести материальной плоской кривой ( )xfy = , [ ]bax ;∈  
называется точка плоскости, в которой если сосредоточить всю массу m  
заданной кривой, то статический момент этой точки относительно любой 
координатной оси будет равен статическому моменту всей кривой ( )xfy =  
относительно той же оси. Если ( )cc yxC ;  – центр тяжести кривой, то его ко-
ординаты вычисляются по формулам:  

( )

( ) dxy

dxyx
x b

a

b

a
x

c

∫

∫

′+

′+⋅
=

2
2

2

1

1
, 

( )

( ) dxy

dxyy
y b

a

b

a
x

c

∫

∫

′+

′+⋅
=

2
2

2

1

1
. 

Статический момент и координата центра тяжести плоской фи-
гуры 

Статический момент материальной плоской фигуры, ограниченной 
кривой ( ) 0≥= xfy  и прямыми 0=y , ax = , bx =  с постоянной поверх-
ностной плотностью ρ  относительно осей Ox , Oy , вычисляется по фор-
мулам 

dxyS
b

a
x ∫⋅⋅= 2

2
1 ρ  и dxxyS

b

a
y ∫⋅= ρ  соответственно. 

Координаты центра тяжести плоской фигуры вычисляются по фор-
мулам: 

dxy

dxxy
x b

a

b

a
c

∫

∫
= , 

dxy

dxy
y b

a

b

a
c

∫

∫⋅
=

2

2
1

. 

 
7. ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ  

ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 
 

При решении определенного интеграла бывают случаи, когда перво-
образную функции нельзя выразить через элементарные функции или 
сложно найти. Используют приближенные формулы, которые позволяют 
вычислить определенный интеграл с любой степенью точности. 
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7.1. Формула прямоугольников 
 

Вычислим определенный интеграл ( )dxxf
b

a
∫ , используя формулу 

прямоугольников для непрерывной функции ( )xf , заданной на отрезке 
[ ]ba; , где ba < . 

Геометрическим смыслом определенного интеграла является пло-
щадь криволинейной трапеции. Разобьем основание криволинейной трапе-

ции [ ]ba;  на n  равных частей (см. рис. 10) с шагом 1−−=
−

= ii xx
n

abh . Или 

если 0xa = , …, nxb = , то ihxxi ⋅+= 0 , где ni ;1= . Середину каждого отрез-
ка можно вычислить по формуле 

2
1 ii

i

xxc +
= − , а соответствующая орди-

ната будет равна ( )ii cfy =
∧

. Тогда 
площадь любого прямоугольника 

можно вычислить по формуле 
∧

⋅ iyh . 
Если просуммировать площади всеn  
прямоугольников, то получится пло-
щадь ступенчатой фигуры, прибли-
женно равной площади криволиней-
ной трапеции. 

 

( ) ∑∫
=

−
∧∧∧







 +

⋅
−

=




 +++≈

n

i

ii
n

b

a

xxf
n

abyyyhdxxf
1

1
21 2

... .  (**) 

Формула называется формулой средних прямоугольников. Чем больше n , 
тем точнее будет вычислен определенный интеграл. 

Абсолютная погрешность вычисляется по формуле 

( ) ∑∫
=

− 





 +

⋅
−

−=
n

i

ii
b

a
n

xxf
n

abdxxfR
1

1

2
, ( )

2
2

3

24n
MabRn

⋅−
≤ , где 2M  – 

наибольшее значение ( )xf ′′  на отрезке [ ]ba; . 
Алгоритм вычисления определенного интеграла по формуле прямо-

угольников: 
1. Записать функцию ( )xf , значения концов отрезка интегрирования 

( a , b ) и на сколько частей разбит отрезок интегрирования ( n ) из условий 
задачи. 

2. Вычислить шаг разбиения отрезка интегрирования – 
n

abh −
= . 

3. Вычислить значения ihxxi ⋅+= 0 . 

O
x

y

0xa = nxb =1x 2x ix

( )xfy =

1c 2c nc

∧

1y
∧

2y
∧

iy

∧

ny

Рис. 10. График функции y=f(x), 
«разбитый» на прямоугольники 
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4. Для каждой пары значений ix , 1−ix  вычислить значение функции 







 +−

2
1 ii xxf . 

5. Полученные значения функции подставить в формулу (**) и вы-
числить данный определенный интеграл. 

6. Записать ответ. 
 

7.2. Формула трапеций 
 
Вывод формулы трапеции аналогичен выводу формулы прямоуголь-

ников. Только в данном случае в криволинейную трапецию вписывается не 
множество прямоугольников, а множество трапеций, одна из сторон кото-
рых совпадает с осью абсцисс. 

Вычислим определенный интеграл ( )dxxf
b

a
∫ , используя формулу тра-

пеции для непрерывной функции ( )xf  (см. рис. 11), заданной на отрезке 
[ ]ba; , где ba < . 

Геометрическим смыслом определенного интеграла является пло-
щадь криволинейной трапеции. Разобьем основание криволинейной трапе-

ции [ ]ba;  на n  равных частей (см. рис. 11) с шагом 1−−=
−

= ii xx
n

abh . 

Каждому значению ihaihxxi ⋅+=⋅+= 0  соответствует значение ординаты 
( )ii xfy = , где ni ;1= . Точки пересечения кривой ( )xfy =  и ixy =  соеди-

ним прямыми линиями. Тогда получится, в график исходной линии вписа-
но множество трапеций. Вычислив их сумму, найдем исходный интеграл 

( ) hyyhyyhyydxxf nN
b

a

⋅
+

++⋅
+

+⋅
+

≈ −∫ 2
...

22
12110

; 

( ) 





 ++++

+
⋅

−
≈ −∫ 121

0 ...
2 n

n
b

a

yyyyy
n

abdxxf .  (***) 

Эта формула называется формулой 
трапеции. Чем больше n , тем точнее будет 
вычислен определенный интеграл. 

Абсолютная погрешность оценива-

ется по формуле ( )
2

2
3

14n
MabRn

⋅−
≤ , где 

2M  – максимальное значение ( )xf ′′  на от-
резке [ ]ba; . 

 
Алгоритм вычисления определенного 

интеграла по формуле трапеции: 

Рис. 11. График функции 
y=f(x), «разбитый» на трапеции 

h

( )xfy =

ny

1y

2y

0y

nxb =1x
2x0xa =O

y

x
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1. Записать функцию ( )xf , значения концов отрезка интегрирования 
( a , b ) и на сколько частей разбит отрезок интегрирования ( n ) из условий 
задачи. 

2. Вычислить шаг разбиения отрезка интегрирования – 
n

abh −
= . 

3. Вычислить значения ihxxi ⋅+= 0 . 
4. Для каждого значения ix  вычислить соответствующее значение 

( )ii xy . 
5. Полученные значения функции подставить в формулу (***) и вы-

числить данный определенный интеграл. 
6. Записать ответ. 
 

7.3. Формула парабол (Симпсона) 
 
Еще один метод, позволяющий приближенно вычислить значение 

определенного интеграла, – формула Симпсона. 

Вычислим определенный интеграл ( )dxxf
b

a
∫ , используя формулу тра-

пеции для непрерывной функции ( )xf  (см. рис. 12), заданной на отрезке 
[ ]ba; , где ba < . 

Разобьем отрезок [ ]ba;  на n2  равных частей (см. рис. 12) длиной 

n
abh

2
−

=  точками hixxi ⋅+= 0 , где ni 2;0= . Для каждой абсциссы ix  необ-

ходимо вычислить соответствующую ее ординату ( )ii xfy = . Заменим 
каждую пару трапеций на одну параболическую трапецию с основанием 

h2 . Площадь параболической трапеции можно вычислить по формуле 

( ) ( )nnn

x

x
n yyyhdxxfS

n

n

21222 4
3

2

22

++⋅== −−∫
−

. 

Рис. 12. График функции y=f(x) 

( )xfy =

ny2

1y

2y

0y

nxb 2=1x 2x0xa =O

y

x

12 −ny
22 −ny
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Сложив сумму всех параболических трапеций, вычислим искомый 
определенный интеграл: 

( ) ( ) ( ) ( )( )2242123120 ...2...4
3 −− +++⋅++++⋅++⋅≈∫ nnn

b

a

yyyyyyyyhdxxf  (****) 

или 

( ) ( ) ( ) ( )( )2242123120 ...2...4
6 −− +++⋅++++⋅++⋅
−

≈∫ nnn

b

a

yyyyyyyy
n
abdxxf . 

Эта формула называется формулой Симпсона. Абсолютная погреш-

ность оценивается по формуле ( )
( )4

4
5

2180 n
MabRn ⋅
⋅−

≤ , где 4M  – максимальное 

значение ( )xf )4(  на отрезке [ ]ba; . 
Алгоритм вычисления определенного интеграла по формуле Симпсона: 
1. Записать функцию ( )xf , значения концов отрезка интегрирования 

( a , b ) и на сколько частей разбит отрезок интегрирования ( n ) из условий 
задачи. 

2. Вычислить шаг разбиения отрезка интегрирования – 
n

abh −
= . 

3. Вычислить значения ihxxi ⋅+= 0 . 
4. Для каждого значения ix  вычислить соответствующее значение 

( )ii xy . 
5. Полученные значения функции подставить в формулу (****) и вы-

числить данный определенный интеграл. 
6. Записать ответ. 
ПРИМЕР.  

Вычислить определенный интеграл ( )dxx∫ +
6

1

12 , разбив отрезок инте-

грирования на четыре части: по формуле прямоугольников, по формуле 
трапеции и по формуле Симпсона. 

РЕШЕНИЕ: 
Вычислим определенный интеграл, используя формулу Ньютона – 

Лейбница. 

( ) 40161612 226

1

6

1

2
6

1

=−+−=+=+∫ xxdxx . 

По формуле прямоугольников: 
1. Записать функцию ( )xf , значения концов отрезка интегрирования 

и на сколько частей разбит отрезок интегрирования  из условий задачи.  
( ) 12 += xxf , 1=a , 6=b  4=n . 

2. Вычислить шаг разбиения отрезка интегрирования – 
4
5

4
16
=

−
=h . 
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3. Вычислить значения ihxxi ⋅+= 0 ; 

10 =x , 
4
9

4
511 =+=x , 

4
142

4
512 =⋅+=x , 

4
193

4
513 =⋅+=x , 64

4
514 =⋅+=x . 

4. Для каждой пары значений ix , 1−ix  вычислить значение функции 







 +−

2
1 ii xxf  в полученной точке; 

( ) 25,41625,12625,1
2

4
91

2
10 =+⋅==

















 +
=







 +
ff

xx
f ;

( ) 75,61875,22875,2
2

4
14

4
9

2
21 =+⋅==

















 +
=







 +
ff

xx
f ; 

( ) 25,91125,42125,4
2

4
19

4
14

2
32 =+⋅==

















 +
=







 +
ff

xx
f ; 

( ) 75,111375,52375,5
2

6
4

19

2
43 =+⋅==

















 +
=







 +
ff

xx
f . 

5. Полученные значения функции подставить в формулу (**) и вы-
числить данный определенный интеграл. 

( ) ( ) 4075,1125,975,625,4
4

1612
6

1

=+++⋅
−

≈+∫ dxxf . 

Определенный интеграл ( )dxx∫ +
6

1

12 , вычисленный приближенно по 

формуле прямоугольников, равен 40. 
По формуле трапеции. 
Пункты 1–3 совпадают в алгоритмах вычисления определенного ин-

теграла по формуле прямоугольника и трапеции. Так как данные пункты 
выполнены в предыдущих вычислениях, то начнем решение с пункта 4. 

4. Для каждого значения ix  вычислим соответствующее значение 
( )ii xy ; 
( ) ( ) 31121000 =+⋅== yxy ; 

( ) 5,51
4
92

4
9

111 =+⋅=





= yxy ; 

( ) 81
4

142
4

14
222 =+⋅=






= yxy ; 
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( ) 5,101
4

192
4

19
333 =+⋅=






= yxy ; 

( ) ( ) 131626444 =+⋅== yxy . 
5. Полученные значения функции подставим в формулу (***) и вы-

числим данный определенный интеграл 

( ) 405.1085.5
2
133

4
1612

6

1

=





 +++

+
⋅

−
≈+∫ dxx . 

Определенный интеграл ( )dxxf∫ +
6

1

12 , вычисленный по формуле тра-

пеции, равен 40. 
Правило Симпсона. 
Пункты 1–4 совпадают в алгоритмах вычисления определенного ин-

теграла по формуле трапеции и Симпсона. Так как данные пункты выпол-
нены в предыдущих вычислениях, то начнем решение с пункта 5. 

5. Полученные значения функции подставить в формулу (****) и вы-
числить данный определенный интеграл. 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 4096
12
5825.105.54133

34
5

=⋅=⋅++⋅++⋅
⋅

≈∫ dxxf
b

a

. 

Определенный интеграл ( )dxxf∫ +
6

1

12 , вычисленный по правилу 

Симпсона, равен 40. 

ОТВЕТ: Определенный интеграл ( )dxx∫ +
6

1

12 , у которого отрезок ин-

тегрирования разделен на четыре части, вычисленный: по формуле прямо-
угольников, равен 40, по формуле трапеции, равен 40, по формуле Симп-
сона, равен 40 и по формуле Ньютона – Лейбница, равен 40. 

 
8. ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ ПО ГЛАВЕ 

«ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ» 
 
1. Дать определение определенного интеграла, первообразной. 
2. Дать определение интегрируемой функции. 
3. Дать формулировку теорем необходимого и достаточного условия 

интегрируемости функции. 
4. Перечислить свойства определенного интеграла. 
5. Рассказать, в чем заключается геометрический и физический 

смысл определенного интеграла. 
6. Записать формулу Ньютона – Лейбница и доказать ее. 
7. Рассказать алгоритм вычисления определенного интеграла мето-

дом непосредственного интегрирования. 
8. Рассказать алгоритм вычисления определенного интеграла мето-

дом замены переменных. 
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9. Рассказать алгоритм интегрирования четных и нечетных функций. 
10.  Дать определение несобственного интеграла. 
11.  Дать определения несобственного интеграла первого и второго 

рода. 
12.  Дать определение локально интегрируемой функции на промежут-

ке. 
13.  Перечислить свойства несобственного интеграла первого рода. 
14.  Дать формулировку признаков сходимости неопределенных ин-

тегралов первого и второго рода. 
15.  Рассказать геометрический смысл несобственного интеграла пер-

вого и второго рода. 
16.  Дать формулировку признака сравнения в предельной форме. 
17.  Рассказать метод интегральных сумм и метод дифференциала. 
18.  Рассказать алгоритм вычисления дуги, площади плоской фигуры, 

объема тела, площади поверхности вращения. 
19.  Рассказать алгоритм вычисления работы переменной силы, пути, 

пройденного телом, давления жидкости на вертикальную пластинку, ста-
тического момента и координаты центра тяжести плоской кривой, статиче-
ского момента и координаты центра тяжести плоской фигуры. 

20.  Рассказать алгоритм приближенного вычисления определенного 
интеграла по формуле прямоугольников. 

21.  Рассказать алгоритм приближенного вычисления определенного 
интеграла по формуле трапеции. 

22.  Рассказать алгоритм приближенного вычисления определенного 
интеграла по формуле Симпсона. 

 
 

9. ЗАДАНИЯ ДЛЯ КОНТРОЛЯ ПО ГЛАВЕ 
«ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ» 

 
По теме «Вычисление определенного интеграла», используя различ-

ные методы интегрирования, рекомендуется взять студентам любые семь 
интегралов из варианта по главе «Определенный интеграл», подставив лю-
бой несимметричный отрезок интегрирования из интервала ( )∞∞−∈ ;x . А 
также решить задания из варианта, приведенные ниже. 

 
ВАРИАНТ № 1 

1. Вычислить несобственный интеграл ∫
∞

0

35 dxx  или установить его 

расходимость. 
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2. Вычислить длину дуги кривой ( )( )xy 8sinln=  на отрезке 





∈ ππ ;

2
x . 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 21 xy += , 
1+= xy . 

4. Вычислить приближенно интеграл ∫ +−

5

1
2

)
72

7( dx
xx
x , разбив от-

резок интегрирования на четыре части, по формуле прямоугольников, по 
формуле трапеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 2 

1. Вычислить несобственный интеграл ∫ −

9

2 147x
dx  или установить 

его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( )xy 3ln=  на отрезке [ ]14;1∈x . 
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 13 += xy , 

xy 7= . 

4. Вычислить приближенно интеграл ∫ −
12

2

2 )2( dxxx , разбив отрезок 

интегрирования на пять частей, по формуле прямоугольников, по формуле 
трапеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 3 

1. Вычислить несобственный интеграл ( )∫
∞−

0

2 2cos x
dx  или установить 

его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( )( )π+−= xy 8cosln  на отрезке 





∈ ππ ;

2
x . 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
42 2 += xy , xy 15= . 

4. Вычислить приближенно интеграл ∫ −

24

4

2

13
7 dx
x
x , разбив отрезок 

интегрирования на пять частей, по формуле прямоугольников, по формуле 
трапеции, по формуле парабол. 
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ВАРИАНТ № 4 

1. Вычислить несобственный интеграл 
( )∫ −

12

5
25x

dx  или установить 

его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой 10070 −= xy  на отрезке [ ]3;0∈x . 
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

2515 xy −= , 73 −= xy . 

4. Вычислить приближенно интеграл ( )∫ +
15

11

312 dxx , разбив отрезок 

интегрирования на четыре части, по формуле прямоугольников, по форму-
ле трапеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 5 

1. Вычислить несобственный интеграл dx
x∫

∞

+1
2 75
1  или установить 

его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( )14ln5 −+= xy  на отрезке 

[ ]14;1∈x . 
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 22 += xy , 

16 += xy . 

4. Вычислить приближенно интеграл ( )∫ +
7

4

5 3

2 dxxx , разбив отрезок ин-

тегрирования на три части, по формуле прямоугольников, по формуле тра-
пеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 6 

1. Вычислить несобственный интеграл ∫ −

3

2 2 x
dx  или установить его 

расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой 532 ++= xxy  на отрезке [ ]5;3∈x . 
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 22 += xy , 

155 2 +−= xy . 

4. Вычислить приближенно интеграл ( )∫ −
10

2

27 2

dxe xx , разбив отрезок 

интегрирования на четыре части, по формуле прямоугольников, по форму-
ле трапеции, по формуле парабол. 
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ВАРИАНТ № 7 

1. Вычислить несобственный интеграл ( )∫
∞− +

0

2 13sin x
dx  или устано-

вить его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( )( )xy 8cosln=  на отрезке 





∈ ππ ;

2
x . 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 250 xy −= , 
13 += xy , 0=x . 

4. Вычислить приближенно интеграл 
( )∫

− −

7

3
24800

1 dx
x

, разбив от-

резок интегрирования на пять частей, по формуле прямоугольников, по 
формуле трапеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 8 

1. Вычислить несобственный интеграл ( ) ( )∫ +⋅−

9

3 53 xx
dx  или устано-

вить его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( )212 += xy  на отрезке 

[ ]10;15−∈x . 
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 250 xy −= , 

xxy 22 += . 

4. Вычислить приближенно интеграл 
( )∫

+

20

4
249

3 dx
x

x , разбив отре-

зок интегрирования на четыре части, по формуле прямоугольников, по 
формуле трапеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 9 

1. Вычислить несобственный интеграл dx
xx∫

∞

+−2
2 736

3  или устано-

вить его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( )( )π+−= xy 8sinln  на отрезке 





∈ ππ ;

2
x . 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 250 xy −= , 
xy 10= . 
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4. Вычислить приближенно интеграл ∫ +

30

6
2

3

29
dx

x
x , разбив отрезок 

интегрирования на четыре части, по формуле прямоугольников, по форму-
ле трапеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 10 

1. Вычислить несобственный интеграл ( )∫
10

3
1 3ln x

dx  или установить его 

расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой 12 += xy  на отрезке [ ]20;10∈x . 
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 250 xy −= , 

32 += xy . 

4. Вычислить приближенно интеграл ∫ −

10

1
229

dx
x

x , разбив отрезок 

интегрирования на три части, по формуле прямоугольников, по формуле 
трапеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 11 

1. Вычислить несобственный интеграл 
( )∫

∞− +−

4

275 x
dx  или устано-

вить его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( )5ln9 −+= xy  на отрезке 

[ ]19;2∈x . 
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 12 −= xy , 

210 xy ⋅= . 

4. Вычислить приближенно интеграл ∫ +−

5

3
2

3

)42(
dx

xx
x , разбив от-

резок интегрирования на четыре части, по формуле прямоугольников, по 
формуле трапеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 12 

1. Вычислить несобственный интеграл dx
x∫

7

0
2

1  или установить его 

расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( )( )xy 8sinln15 −−= π  на отрезке 





∈ ππ ;

2
x . 
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3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 32 += xy , 
xxy 37 2 += . 

4. Вычислить приближенно интеграл ∫
− ++

−9

1
2

2

)42(
2 dx

xx
xx , разбив от-

резок интегрирования на пять частей, по формуле прямоугольников, по 
формуле трапеции, по формуле парабол. 
 

ВАРИАНТ № 13 

1. Вычислить несобственный интеграл dxe x∫
∞

−

2

37  или установить его 

расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой 115 += xy  на отрезке [ ]9;0∈x . 
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 42 += xy , 
xy 10= . 

4. Вычислить приближенно интеграл ∫ +−−
+6

0
2

3

)46(
5 dx
xx

x , разбив от-

резок интегрирования на три части, по формуле прямоугольников, по фор-
муле трапеции, по формуле парабол. 
 

ВАРИАНТ № 14 

1. Вычислить несобственный интеграл ∫ −

50

4
3

2 916x
dx  или установить 

его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( )( )xy 83cosln15 −−= π  на отрез-

ке 



∈ ππ ;

2
x . 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 42 += xy , 
260 xy −= . 

4. Вычислить приближенно интеграл ∫ ++
−14

10
2 )452(
7 dx

xx
x , разбив от-

резок интегрирования на четыре части, по формуле прямоугольников, по 
формуле трапеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 15 

1. Вычислить несобственный интеграл 
( )∫

∞− ++

7

2125 x
dx  или уста-

новить его расходимость. 
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2. Вычислить длину дуги кривой 9152 +−= xxy  на отрезке 
[ ]1;9∈x . 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 42 += xy , 
xy 10= . 

4. Вычислить приближенно интеграл ∫ +−−
+16

1
2 )46(

1 dx
xx

x , разбив от-

резок интегрирования на пять частей, по формуле прямоугольников, по 
формуле трапеции, по формуле парабол. 
 

ВАРИАНТ № 16 

1. Вычислить несобственный интеграл ( )dxx∫
π

π

2
5

2

sinln  или установить 

его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( )( )xy 6cosln=  на отрезке 





∈ ππ ;

2
x . 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 260 xy −= , 
xy 2= . 

4. Вычислить приближенно интеграл ∫ ++
+12

2
2 )452(

2 dx
xx

x , разбив от-

резок интегрирования на пять частей, по формуле прямоугольников, по 
формуле трапеции, по формуле парабол. 
 

ВАРИАНТ № 17 

1. Вычислить несобственный интеграл ( )∫
∞

⋅
0

cos2 dxxx  или устано-

вить его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой 198 +−= xy  на отрезке [ ]1;0∈x . 
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями xy 2= , 

16 += xy . 

4. Вычислить приближенно интеграл ( )∫
5

1
2 2
1 dx

xch
, разбив отрезок 

интегрирования на четыре части, по формуле прямоугольников, по форму-
ле трапеции, по формуле парабол. 
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ВАРИАНТ № 18 

1. Вычислить несобственный интеграл 
( ) ( )∫ −⋅−

20

7 74
1 dx

xx
 или 

установить его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( )( )π+−−= xy 3cosln29  на от-

резке 



∈ ππ ;

2
x . 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями xy 2= , 
802 −= xy , 5=x . 

4. Вычислить приближенно интеграл ( )∫
7

2
2 2
1 dx

xsh
, разбив отрезок 

интегрирования на пять частей, по формуле прямоугольников, по формуле 
трапеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 19 

1. Вычислить несобственный интеграл ( )∫
∞− +−

5

275 x
dx  или устано-

вить его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( ) ( )927 +⋅−= xxy  на отрезке 

[ ]0;15−∈x . 
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 16 += xy , 

xy 2= . 

4. Вычислить приближенно интеграл ∫ +

4

1
2

3

72
dx

x
x , разбив отрезок 

интегрирования на три части, по формуле прямоугольников, по формуле 
трапеции, по формуле парабол. 
 

ВАРИАНТ № 20 

1. Вычислить несобственный интеграл ( )dxxx∫
∞

0

2 3sin  или устано-

вить его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( )( )xy 23cosln −= π  на отрезке 





∈ ππ ;

2
x . 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
xy 325 −= , 0=x , xy 2= . 
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4. Вычислить приближенно интеграл ∫ −
−+17

2
3

2

162
157 dx

x
xx , разбив отре-

зок интегрирования на пять частей, по формуле прямоугольников, по фор-
муле трапеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 21 

1. Вычислить несобственный интеграл ∫ −

11

0
3 1
1 dx

e x  или установить 

его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой 12 += xy  на отрезке [ ]20;10∈x . 
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями xy += 7 , 
xy 5,1= . 

4. Вычислить приближенно интеграл ( )∫
− +

5

1 12
1 dx
xch

, разбив отрезок 

интегрирования на три части, по формуле прямоугольников, по формуле 
трапеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 22 

1. Вычислить несобственный интеграл 
( )∫

∞− +−

1

2327 x
dx  или устано-

вить его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( )( )π54sinln516 ++= xy  на от-

резке 



∈ ππ ;

2
x . 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 25 −= xy , 
28 xy −= , xy 5.1= . 

4. Вычислить приближенно интеграл ∫
+

5

1
2 7
3 dx

x
x , разбив отрезок 

интегрирования на четыре части, по формуле прямоугольников, по форму-
ле трапеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 23 

1. Вычислить несобственный интеграл ( )dxxx∫
∞

⋅
0

3ln  или установить 

его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( )192ln −= xy  на отрезке [ ]7;1∈x . 
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями xy 15= , 

xxy 22 += . 
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4. Вычислить приближенно интеграл ∫ −

9

1 13
dx

x
ex

, разбив отрезок 

интегрирования на четыре части, по формуле прямоугольников, по форму-
ле трапеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 24 

1. Вычислить несобственный интеграл ( )∫ +−

9

2 105ln x
dx  или устано-

вить его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( )( )π4cosln35 −+= xy  на отрезке 





∈ ππ ;

2
x . 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 0=x , 
215 xy −= , xxy 22 += . 

4. Вычислить приближенно интеграл ∫
− +

5

7
2 54
4 dx

x

x

, разбив отрезок 

интегрирования на три части, по формуле прямоугольников, по формуле 
трапеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 25 

1. Вычислить несобственный интеграл ( )∫
∞− −

5

2 7 xsh
dx  или устано-

вить его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой 149 +−= xy  на отрезке [ ]9;0∈x . 
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 215 xy −= , 

xxy 22 += . 

4. Вычислить приближенно интеграл ( )∫ +−
−11

1
4 158

5 dx
x
x , разбив отре-

зок интегрирования на пять частей, по формуле прямоугольников, по фор-
муле трапеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 26 

1. Вычислить несобственный интеграл ( )∫
∞− +−

5

2 57 xx
dx  или устано-

вить его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( )( )xy 4sinln += π  на отрезке 





∈ ππ ;

2
x . 
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3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
104 += xy , xxy 22 += . 

4. Вычислить приближенно интеграл ∫ 





 +11

1
3

75 dx
x

x , разбив отрезок 

интегрирования на пять частей, по формуле прямоугольников, по формуле 
трапеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 27 

1. Вычислить несобственный интеграл ( )dxxe x 4cos
1

2∫
∞

 или устано-

вить его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( ) ( )125 +⋅−= xxy  на отрезке 

[ ]10;15−∈x . 
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

104 += xy , 3=x , xxy 22 += , 215 xy −= . 

4. Вычислить приближенно интеграл ∫ 







−
−5

1
2

4

1
53 dx

x
x , разбив отре-

зок интегрирования на четыре части, по формуле прямоугольников, по 
формуле трапеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 28 

1. Вычислить несобственный интеграл dx
x

x
∫
− −

2

15
2 4

 или установить 

его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( )26ln38 +−−= xy  на отрезке 

[ ]19;2∈x . 
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

xxy 22 += , 210 xy −= . 

4. Вычислить приближенно интеграл ∫ +
−9

1
3 15

93 dx
x

x , разбив отрезок 

интегрирования на четыре части, по формуле прямоугольников, по форму-
ле трапеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 29 

1. Вычислить несобственный интеграл ( )∫
∞− −

3

2 43xch
dx  или устано-

вить его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( )27−= xy  на отрезке [ ]0;15−∈x . 
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3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
xxy 22 += , xy 10= . 

4. Вычислить приближенно интеграл ( )
∫ −

+2

1
5

2

6
2 dx

xx
x , разбив отрезок 

интегрирования на пять частей, по формуле прямоугольников, по формуле 
трапеции, по формуле парабол. 

 
ВАРИАНТ № 30 

1. Вычислить несобственный интеграл 
( ) ( )∫ −⋅−

9

1 95
7

xx
x  или 

установить его расходимость. 
2. Вычислить длину дуги кривой ( )15ln += xy  на отрезке [ ]7;1∈x . 
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями xy 10−= , 

202 −= xy , 0=y . 

4. Вычислить приближенно интеграл ∫ 







−
+15

1

5

17
9 dx

x
xx , разбив отре-

зок интегрирования на семь частей, по формуле прямоугольников, по фор-
муле трапеции, по формуле парабол. 



 288 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 
 
 
 
1. Данко, П. Е. Высшая математика в упражнениях и задачах : учеб. 

пособие для студентов втузов / П. Е. Данко, А. Г. Попов, Т. Я. Кожевнико-

ва. – Ч. 1. – М. : Оникс, 2008. – 816 с. : ил. 

2. Демидович, Б. П. Задачи и упражнения по математическому ана-

лизу для втузов / Г. С. Бараненков, Б. П. Демидович, В. А. Ефименко и др. ; 

под ред. Б. П. Демидовича. – М. : Астрель, 2008. – 495 с. : ил. 

3. Лунгу, К. Н. Сборник задач по высшей математике. I курс : с кон-

трольными работами / К. Н. Лунгу, Д. Т. Письменный, С. Н. Федин, 

Ю. А. Шевченко. – 9-е изд., испр. – М. : Айрис-пресс, 2008. – 576 с. : ил. 

4. Минорский, В. П. Сборник задач по высшей математике : учеб. 

пособие для вузов / В. П. Минорский. – М. : изд-во физико-

математической литературы, 2006. – 336 с. 

5. Письменный, Д. Т. Тридцать пять лекций : в 2 ч. – Ч. 1 / 

Д. Т. Письменный. – 9-е изд., испр. – М. : Айрис-пресс, 2008. – 288 с. : ил. 

6. http://novsu.ru/file/21443. 

7. http://persona-center.ru/2009/03/26/hnnlncg-snibc-inlsyinyousn-ubpbsya- 

u-uyoei-nu-nin.html.. 

8. http://primmat.ru/ 

http://novsu.ru/file/21443
http://persona-center.ru/2009/03/26/hnnlncg-snibc-inlsyinyousn-ubpbsya-
http://primmat.ru/


 289 

Учебное издание 

 

 

ЛАЗАРЕВА Валентина Георгиевна  

 

МАТЕМАТИКА. ЧАСТЬ I 

 

Учебно-методическое пособие 

 
 
 
 

Верстка О. А. Надточий  
 

Корректор М. Ф. Шатохина 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 

Подписано в печать 02.07.2012. Бумага «Inacopia». 
Гарнитура «Times New Roman». Формат 60х841/8.  

Тираж 500 экз. Объем 36 усл. п. л. Заказ № 1070-11. 
 

Издательство Сахалинского государственного университета 
693008, Южно-Сахалинск, ул. Ленина, 290, каб. 32. 

Тел (4242) 45-23-16, факс (4242) 45-23-17.  
E-mail: polygraph@sakhgu.sakhalin.ru 

 


	Тематика практических занятий
	№
	темы
	Название практического занятия
	1
	Элементы линейной алгебры
	2
	Элементы векторной алгебры
	3
	4
	5
	6
	Цели
	Цели

	2.pdf
	Цели
	2.2. Уравнение плоскости, проходящей через данную точку перпендикулярно данному вектору. 
	Нормальное уравнение плоскости
	2.4. Уравнение плоскости в отрезках на осях
	2.5. Расстояние от точки до плоскости
	2.6. Угол между плоскостями. 
	Условие параллельности и перпендикулярности двух плоскостей
	3.7. Условие принадлежности двух прямых одной плоскости
	3.10. Расстояние от точки до прямой


	3.pdf
	Цели
	5. ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

	4.pdf
	ГЛАВА V
	Цели

	6. ЗАДАНИЯ ДЛЯ КОНТРОЛЯ ПО ГЛАВЕ 
	«НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ»

	5.pdf
	ГЛАВА VI 
	Цели



