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ВВЕДЕНИЕ 
 

 

Учебно-методическое пособие по математике «Неопределенный ин-

теграл» предназначено для студентов технических специальностей. 

Цель изучения темы – овладение студентами необходимыми теоре-

тическими знаниями и математическим аппаратом, помогающим анализи-

ровать, моделировать и решать прикладные инженерные задачи. 

Изложение темы «Неопределенный интеграл» произведено пошаго-

во. Вначале студент изучает теоретическую часть, помещенную в начале 

глав и параграфов, далее разбирает решение примеров и их объяснение и 

только потом приступает к самостоятельному решению задач. Такая 

структура методического указания позволяет быстрее включить студента в 

активную деятельность по овладению данным материалом. 

Учебно-методическое пособие содержит краткие теоретические све-

дения, образцы решения задач по теме, варианты контрольной работы для 

студентов, а также необходимые таблицы для решения. 

В результате изучения темы у студентов развивается логическое и 

алгоритмическое мышление, студенты овладевают методами исследования 

и решения математических задач, вырабатывается умение самостоятельно 

расширять свои математические знания и проводить математический ана-

лиз прикладных инженерных задач. 
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1. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ И ПЕРВООБРАЗНАЯ 
 

 

1.1. Определения 

 

Определение. Функция F(x) называется первообразной функцией для 

функции f(x) на интервале (a;b), если в любой точке этого интервала функ-

ция F(x) дифференцируема и имеет производную F′(x), равную f(x). 

 
Т. е. F′=f(x) или d(F(x))=f(x)dx. 

 
Замечание. Любая первообразная F(x) для функции f(x) на интервале 

(a;b) непрерывна на этом интервале. 

 

ПРИМЕР 1. Функция F(x)=x5 является первообразной для функции 

( )
6

6xxf = . 

ПРИМЕР 2. Функция ( ) ( )xxF arcsin=  является первообразной для 

функции ( )
21

1
x

xf
−

= . 

Теорема. Если функция F(x) является первообразной функции f(x) на 

интервале (a;b), то множество всех первообразных для функции f(x) зада-

ется формулой F(x)+C, где C – постоянное число. 

 

Определение. Совокупность всех первообразных функций для дан-

ной функции f(x) на интервале (a;b) называется неопределенным интегра-

лом от функции f(x) на этом интервале и обозначается ( )dxxf∫ . 

f(x) называется подынтегральной функцией, f(x)dx – подынтеграль-

ным выражением, x – переменной интегрирования, ∫ – знак неопределен-

ного интеграла. 
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Знак ∫ называется знаком неопределенного интеграла, так как дей-

ствие, обратное дифференцированию, многозначно, т. е. сопровождается 

неопределенностью. 

 

Определение. Вычисление неопределенного интеграла от заданной 

функции называется интегрированием. 
 

1.2. Свойства неопределенных интегралов 
 

10) ( )( ) ( )xfdxxf =
′

∫ ; 

20) ( )( ) ( )dxxfdxxfd =∫ ; 

30) ( ) ( ) CxFxdF +=∫ ; 

40) ( ) ( )dxxfkdxxfk ∫∫ ⋅=⋅ ; 

50) ( ) ( )( ) ( ) ( )dxxgdxxfdxxgxf ∫∫∫ ±=± ; 

60) если ( ) ( ) CxFdxxf +=∫  и ( )xu ϕ= , то ( ) ( ) CuFduuf +=∫ ; 

70) ( ) ( ) CbaxF
a

dxbaxf ++=+∫
1 , 0≠a . 

Функции ( )xf , ( )xg , ( )xϕ , ( )uf  – непрерывные дифференцируемые 

функции, kbaC ,,,  – константы, x, u – переменные интегрирования. Свой-

ства 1–7 следуют из определения неопределенного интеграла. 

 

1.3. Таблица основных неопределенных интегралов 

 

1) ∫ −≠+
+

=
+

1,
1

1

nC
n
xdxx

n
n ; 

2) ∫ ≠<+= 10,
ln

aC
a

adxa
x

x ;      ∫ += Cedxe xx ; 

3) 0,ln ≠+=∫ xCx
x

dx ; 
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4) ( ) ( )∫ +−= Cxdxx cossin ; 

5) ( ) ( )∫ += Cxdxx sincos ; 

6) ( ) ( ) Ζ∈+≠+=∫ kkxCxtg
x

dx ,
2

,
cos2

ππ ; 

7) ( ) ( ) Ζ∈≠+−=∫ kkxСxctg
x

dx ,,
sin2

π ; 

8) 0,arccosarcsin 122
>+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−∫ aC
a
xC

a
x

xa
dx ; 

9) ( ) 0,arcctgarctg1
122

≠+−=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

+∫ aCxC
a
x

axa
dx ; 

10) 0,ln
2
1

22 ≠+
−
+

=
−∫ aC

xa
xa

axa
dx ; 

11) 0,ln 22

22
≠+++=

+∫ aCaxx
ax

dx ; 

12) 0,ln 22

22
≠+−+=

−∫ aCaxx
ax

dx ; 

13) ( ) ( )∫ += Cxchdxxsh ; 

14) ( ) ( )∫ += Cxshdxxch ; 

15) ( ) ( )∫ += Cxth
xch

dx
2

; 

16) ( ) ( )∫ ≠+−= 0,
2

xCxcth
xsh

dx . 

C – константа интегрирования. 

 

ПРИМЕР 3. Вычислить интеграл ( )∫ ++ dxxx 386 2 . 

Решение: 

1. Данный интеграл суммы представить в виде суммы интегралов 

(см. свойство 5) 
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( )∫ ∫ ∫ ∫++=++ dxxdxdxxdxxx 386386 22 . 

2. В каждом интеграле вынести за знак интеграла множитель-

константу (см. свойство 4) 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫++=++ dxxdxdxxdxxdxdxx 386386 22 . 

3. Для вычисления полученных интегралов использовать табличный 

интеграл 1 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ +++=+++=++=++ CxxxCxxxdxxdxdxxdxxdxdxx 3423
2

8
3

6386386 23
23

22 ; 

Ответ: ( ) Cxxxdxxx +++=++∫ 342386 232 . 

 

ПРИМЕР 4. Вычислить интеграл ∫
+− dx

x
xx

3 2

4 54 . 

Решение: 

1. Подынтегральную функцию разложить на три более простые 

функции 
3 23 23 2

4

3 2

4 5454
xx

x
x

x
x
xx

+−=
+− . 

2. Преобразовать дроби, записав их в степенные функции 

3
2

3
1

3
10

3 23 23 2

4

5454 −
+−=+− xxx

xx
x

x
x . 

3. Интеграл суммы (разности) представить в виде суммы (разности) 

интегралов (см. свойство 5)  

∫∫∫∫
−−

+−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− dxxdxxdxxdxxxx 3

2
3
1

3
10

3
2

3
1

3
10

5454 . 

4. Вынести за знак интеграла множитель-константу (см. свойство 4) 

∫ ∫ ∫∫∫∫
−−

+−=+− dxxdxxdxxdxxdxxdxx 3
2

3
1

3
10

3
2

3
1

3
10

5454 . 

5. Для вычисления полученных интегралов использовать табличный 

интеграл 1 
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CxxxCxxxdxxdxxdxx ++−=++−=+−∫ ∫ ∫
−

33 43 13
3
1

3
4

3
13

3
2

3
1

3
10

153
13
3

3
15

3
44

3
1354 . 

Ответ: Cxxxdx
x
xx

++−=
+−

∫ 33 43 13

3 2

4

153
13
354 . 

 

ПРИМЕР 5. Вычислить интеграл ( ) ( )( )∫ ++ dxxx 2sin32cos4 . 

Решение: 

1. Интеграл суммы представить в виде суммы интегралов 

(см. свойство 5) 

( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ++=++ dxxdxxdxxx 2sin32cos42sin32cos4 . 

2. В каждом интеграле вынести за знак интеграла множитель-

константу (см. свойство 4) 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∫ ++=++ dxxdxxdxxdxx 2sin32cos42sin32cos4 . 

3. Для вычисления полученных интегралов использовать свойство 7 

и таблицу интегралов 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )−+=+
−

++=++∫ ∫ 2sin4
2

2cos32sin42sin32cos4 xCxxdxxdxx  

( ) Cx +− 2cos
2
3 . 

Ответ: ( ) ( )( ) ( ) ( ) Cxxdxxx +−+=++∫ 2cos
2
32sin42sin32cos4 . 
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2. ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ 

НЕОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 
 

 

2.1. Метод непосредственного интегрирования 

в неопределенном интеграле 

 

Определение. Метод интегрирования, при котором данный интеграл 

путем тождественных преобразований подынтегральной функции или вы-

ражения и применения свойств неопределенного интеграла приводится к 

одному или нескольким табличным интегралам, называется непосредст-

венным интегрированием. 

При сведении решаемого интеграла к табличному интегралу исполь-

зуется инвариантность формул интегрирования. То есть подынтегральное 

выражение преобразуется таким образом, чтобы под знаком дифференциа-

ла находилась та же функция, что и в основной подынтегральной функции. 

ПРИМЕР 1. Вычислить интеграл ( ) ( )∫ ⋅ dxxx sincos . 

Решение: 

1. Внести под знак дифференциала ( )xcos  и воспользоваться свойст-

вом 6  

( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( )( )∫∫ ===⋅ xdxxddxxdxxx sinsinsincossincos . 

2.  Сделать замену ( ) tx =sin  

( ) ( )( ) ( )
( )( ) dtt

dtxd
tx

xdx ∫∫ =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
=

=
sin

sin
sinsin . 

3. Для вычисления полученного интеграла использовать табличный 

интеграл 1 

∫ += Cttdt
2

2

. 
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4. Вернуться к исходной переменной x  

( ) Cxt
+=

2
sin

2

22

. 

Ответ: ( ) ( ) ( ) Cxdxxx +=⋅∫ 2
sinsincos

2

. 

 

ПРИМЕР 2. Вычислить интеграл ∫ +
dx

x
x

41
. 

Решение: 

1. В числителе внести под знак дифференциала x  и использовать 

свойство 6 

( ) ( )
∫∫ +

⋅=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ==

+ 4

2
2

4 12
1

2
1

1 x
xdxdxdxdx

x
x . 

2. В интеграле вынести за знак интеграла множитель-константу 

(см. свойство 4) 

( ) ( )
∫∫ +

=
+

⋅
4

2

4

2

12
1

12
1

x
xd

x
xd . 

3. Сделать замену tx =2  

( )
( ) ∫∫ +

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
==

+ 22

2

4

2

12
1

12
1

t
dt

dtxd
tx

x
xd . 

4. Для вычисления полученного интеграла использовать табличный 

интеграл 11 

( ) Ctt
t

td
+++=

+∫ 2

2
1ln

2
1

12
1 . 

5. Вернуться к исходной переменной x  

CxxCtt +++=+++ 422 1ln
2
11ln

2
1 . 

Ответ: Cxxdx
x

x
+++=

+∫ 42

4
1ln

2
1

1
. 
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2.2. Метод интегрирования подстановкой (заменой переменной) 

в неопределенном интеграле 

 

Метод вычисления интегралов основан на введении новой перемен-

ной интегрирования, т. е. подстановки. Благодаря подстановке исходный 

интеграл упрощается и приводится к табличному интегралу. 

Пусть необходимо вычислить интеграл ( )dxxf∫ . Если сделать под-

становку ( )tx ϕ= , следовательно, ( )dttdx ϕ′= , то формула интегрирования 

подстановкой примет вид: ( ) ( )( ) ( )dtttfdxxf ∫∫ ′⋅= ϕϕ , где ( )tϕ  – непрерыв-

ная, дифференцируемая функция. После вычисления неопределенного ин-

теграла необходимо перейти к исходной переменной. 

 

ПРИМЕР 3. Вычислить интеграл ( )dx
x
x

∫
ln . 

Решение: 

1. Сделать замену ( ) tx =ln  

( ) ( )

( )( ) ∫∫ =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=→=

=
= tdt

dt
x

dx
x

dxxd

tx
dx

x
x

ln

ln
ln . 

2. Для вычисления полученного интеграла использовать табличный 

интеграл 1 

∫ += Cttdt
2

2

. 

3. Вернуться к исходной переменной x  

C
x

Ct
+=+

2
ln

2

22

. 

 

Ответ: ( ) C
x

dx
x
x

+=∫ 2
lnln 2

. 
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ПРИМЕР 4. Вычислить интеграл ( )dxxx∫ 32 cos . 

Решение: 

1. Сделать замену tx =3  

( ) ( ) ( )∫∫ =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

=
= dtt

dtdxx
dxxxd

tx
dxxx cos

3
1

3
3cos

2

23

3

32 . 

2. В интеграле вынести за знак интеграла множитель-константу 

(см. свойство 4) 

( ) ( )dttdtt ∫∫ = cos
3
1cos

3
1 . 

3. Для вычисления полученного интеграла использовать табличный 

интеграл 5 

( ) ( ) Ctdtt +=∫ sin
3
1cos

3
1 . 

4. Вернуться к исходной переменной  

( ) ( ) CxCt +=+ 3sin
3
1sin

3
1 . 

Ответ: ( ) ( ) Cxdxxx +=∫ 332 sin
3
1cos . 

 

ПРИМЕР 5. Вычислить интеграл ∫ + xx
dx . 

Решение: 

1. Сделать замену tx =  

( ) ( ) ∫ ∫∫ +
=

+
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

==

=→=
=

+ 1
22

2 22

2

t
dt

tt
tdt

tdttdxd
txtx

xx
dx . 

2. Использовать свойства 4, 7 

( )
∫ ∫ ∫ ++=

+
+

=
+

=
+

Ct
t
td

t
dt

t
dt 1ln2

1
12

1
2

1
2 . 
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3. Вернуться к исходной переменной x  

CxCt ++=++ 1ln21ln2 . 

Ответ: Cx
xx

dx
++⋅=

+∫ 1ln2 . 

 

2.3. Метод интегрирования по частям 

неопределенного интеграла 

 

Пусть u=u(x), v=v(x) – непрерывные дифференцируемые функции, 

тогда формула интегрирования по частям имеет вид ∫∫ −⋅= vduvuudv . 

1). Для интегралов вида: ( ) dxexP kx∫ ⋅ , ( ) ( )∫ ⋅ dxkxxP sin , 

( ) ( )∫ ⋅ dxkxxP cos , где P(x) – многочлен, k  – константа 0≠k , функция 

( )xPu = , а dv  – остальная часть сомножителя. 

 

ПРИМЕР 6. Вычислить интеграл ( )∫ ⋅ dxxx 3cos . 

Решение: 

1. Пусть u=x, тогда ( )dxxdv 3cos= . 

2. Вычислить du , v : dxdu = , ( )xv 3sin
3
1

= . 

3. Применить формулу интегрирования по частям 

( )
( )

( )
( ) ( )∫∫ =+−⋅=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

==
=⋅ Cdxxxx

xvdxdu

dxxdvxu
dxxx 3sin

3
13sin

3
1

3sin
3
1

3cos
3cos  

( ) ( )
19

3cos
3

3sin Cxxx
++

⋅
= . 

Ответ: ( ) ( ) ( )
19

3cos
3

3sin3cos Cxxxdxxx ++
⋅

=⋅∫ . 
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2). Для интегралов вида: ( ) ( )dxkxxP∫ ⋅ ln , ( ) ( )∫ ⋅ dxkxxP arcsin , 

( ) ( )∫ ⋅ dxkxxP arccos , ( ) ( )∫ ⋅ dxkxarctgxP , ( ) ( )∫ ⋅ dxkxarcctgxP , где ( )xP  – мно-

гочлен, k  – константа, 0≠k . Выражение ( ) dvdxxP = , а u  – остальная 

часть сомножителя. 

 

ПРИМЕР 7. Вычислить интеграл ( )dx
x
x

∫
ln . 

Решение: 

1. Пусть ( )xu ln= , тогда 
x

dxdv = . 

2. Вычислить du , v : 
x

dxdu = , xv 2= . 

3. Применить формулу интегрирования по частям 

( ) ( )
( ) ∫∫ =+⋅−⋅=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==

==
=

−

C
x

dxxxx
xv

x
dxdu

dxxdvxu
dx

x
x 2ln2

2

lnln 2
1

( ) ( ) 1
2
1

4ln22ln2 CxxxCdxxxx +−⋅=+−⋅= ∫
−

. 

Ответ: ( ) ( ) 14ln2ln Cxxxdx
x
x

+−⋅=∫ . 

 

3). Для интегралов вида: ( )dxxakx∫ ⋅ αsin , ( )dxxakx∫ ⋅ αcos , где k , α , a  – 

константы ( 0,, ≠akα ), функция kxau = , а dv  – остальная часть сомножителя. 

При интегрировании по частям дважды интеграл сводится сам к себе. 

 

ПРИМЕР 8. Вычислить интеграл ( )dxxe x∫ ⋅ 3cos2 . 

Решение: 

1. Пусть xeu 2= , тогда ( )dxxdv 3cos= . 

2. Вычислить du , v : dxedu x22 ⋅= , ( )xv 3sin
3
1
⋅= . 
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3. Применить формулу интегрирования по частям 

( )
( )
( )

( ) ( )∫∫ +⋅−⋅=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

==
=⋅ dxexxexvdxedu

dxxdveu
dxxe xx

x

x

x 22
2

2

2 23sin
3
1

3
3sin

3sin
3
12

3cos
3cos

( ) ( ) CdxxexeC x
x

+⋅−
⋅

=+ ∫ 3sin
3
2

3
3sin 2

2

. 

4. Применить формулу интегрирования по частям повторно 

( ) ( )
( )

( ) =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅−==

==
=+⋅−

⋅
∫ xvdxedu

dxxdveu
Cdxxexe

x

x

x
x

3cos
3
12
3sin

3sin
3
2

3
3sin

2

2

2
2

( ) ( ) ( ) ( )
+

⋅
=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−−−−

⋅
= ∫ 3

3sin2
3
3cos

3
3cos

3
2

3
3sin 2

1
22

2 xeCdxexxexe x
xx

x

 

( ) ( ) 1
22 3cos

9
43cos

9
2 Cdxxexe xx +−+ ∫ . 

5. С правой стороны получен исходный интеграл с множителем-

константой. Перенести его в левую часть и привести подобные слагаемые 

( ) ( ) ( ) ( ) 1
2

2
22 3cos

9
2

3
3sin3cos

9
43cos Cxexedxxedxxe x

x
xx ++

⋅
=+ ∫∫ ; 

( ) ( ) ( ) 1
2

2
2 3cos

9
2

3
3sin3cos

9
13 Cxexedxxe x

x
x ++

⋅
=∫ . 

6. Вычислить исходный интеграл 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] .3cos23sin3
13

3cos
9
2

3
3sin

13
93cos 2

2

1
2

2
2 CxxeCxexedxxe

x
x

x
x ++=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ++
⋅

=∫

Ответ: ( ) ( ) ( )( ) 2

2
2 3cos23sin3

13
3cos Cxxedxxe

x
x ++=∫ . 

4) Для интегралов вида: ( )( )dxkx∫ lncos . ( )( )dxkx∫ lnsin , где k  – кон-

станта ( 0≠k ), dxdv = , а u  – остальная часть сомножителя. При интегри-

ровании по частям дважды интеграл сводится сам к себе. 
 

ПРИМЕР 9. Вычислить интеграл ( )( )dxx∫ 7lncos . 

Решение: 

1. Пусть ( )( )xu 7lncos= , тогда dxdv = . 
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2. Вычислить du , v : ( )( )dx
x

xdu 7lnsin
−= , xv = . 

3. Применить формулу интегрирования по частям 

( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )+⋅=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−=

==
=∫ xxxvdx

x
xdu

dxdvxu
dxx 7lncos7lnsin

7lncos
7lncos

( )( ) ( )( ) ( )( )∫∫ ++⋅=+⋅+ CdxxxxCdx
x

xx 7lnsin7lncos7lnsin . 

4. Применить формулу интегрирования по частям повторно 

( )( ) ( )( )
( )( )
( )( ) =

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

==
=++⋅ ∫ xvdx

x
xdu

dxdvxu
Cdxxxx 7lncos

7lnsin
7lnsin7lncos

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )+⋅=+⋅−⋅+⋅= ∫ xxCdx
x

xxxxxx 7lncos7lncos7lnsin7lncos 1  

( )( ) ( )( ) 17lncos7lnsin Cdxxxx +−⋅+ ∫ . 

5. С правой стороны получен исходный интеграл. Перенести его в 

левую часть и привести подобные слагаемые 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 17lncos7lnsin7lncos7lncos Cdxxxxxxdxx +−⋅+⋅= ∫∫ ; 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 17lnsin7lncos7lncos2 Cxxxxdxx +⋅+⋅=∫ . 

6. Вычислить исходный интеграл 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) 27lnsin7lncos
2

7lncos Cxxxdxx ++⋅=∫ . 

Ответ: ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) 27lnsin7lncos
2

7lncos Cxxxdxx ++⋅=∫ . 



 18

3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ 

ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ 
 

 

3.1. Интегрирование дробей, содержащих 

квадратный трехчлен 

 

Интеграл ∫ ++ cbxax
dx

2
, где 042 <− acb , a , b , c  – константы, x  – пе-

ременная, решается методом интегрирования подстановкой. 

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−

==+
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅

=
++ ∫∫

2
2

2

2

222

4

2

42
q

a
b

a
c

dtdxt
a

bx

a
b

a
c

a
bxa

dx
cbxax

dx

C
bac
baxarctg

bac
C

q
tarctg

qaqt
dt

a
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−
+

⋅
−

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅=

+
⋅= ∫ 2222 4

2
4

2111 . 

 

ПРИМЕР 1. Вычислить интеграл dx
xx∫ ++ 432

1
2

. 

Решение: 

1. Выделить в знаменателе полный квадрат 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅+⋅=++

16
23

4
32

2
4

2
32432

2
22 xxxxx . 

2. Вычислить интеграл 

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=+
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅

=
++ ∫∫

dtdx

tx
dx

x

dx
xx

4
3

16
23

4
32

1
432

1
22  

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=+

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅=
+

⋅= ∫ tarctgCtarctgCtarctg
t

dt
23

234
23

232
23
4

23
2

16
23

16
23
1

2
1

16
232

1
2
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( ) CxarctgC +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
⋅=+

23
3423

23
232 . 

Ответ: ( ) Cxarctgdx
xx

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
⋅=

++∫ 23
3423

23
232

432
1

2 . 

Интеграл ∫ ++ cbxax
dx

2
, где 042 >− acb , a , b , c  – константы, x  – пе-

ременная, решается методом интегрирования подстановкой. 

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−

==+
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅

=
++ ∫∫

2
2

2

2

222

4

2

42
q

a
b

a
c

dtdxt
a

bx

a
b

a
c

a
bxa

dx
cbxax

dx

C
baxacb
baxacb

acb
C

tq
tqLn

qaqt
dt

a
+

−−−
++−

⋅
−

−=+
−
+

⋅−=
−

⋅= ∫ 24
24ln

4
1

2
111

2

2

222 . 

 

ПРИМЕР 2. Вычислить интеграл dx
xx∫ −+ 123

1
2

. 

Решение: 

1. Выделить в знаменателе полный квадрат 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⋅=−+

9
4

3
13

3
1

3
23123

2
22 xxxxx . 

 

2. Вычислить интеграл 

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=+
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

⋅−=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅

=
−+ ∫∫∫

dtdx

tx
dx

x
dx

x

dx
xx

3
1

3
2

3
1

1
3
1

9
4

3
13

1
123

1
2222  

=+
−−
++

⋅−=+
−
+

⋅−=+
−

+
⋅

⋅
⋅−=

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−= ∫ C
x
xC

t
tC

t

t

t

dt
132
132ln

4
1

32
32ln

4
1

3
2
3
2

ln

3
22

1
3
1

3
23

1

2
2

 

C
x

x
+

−
+

⋅−=
31

33ln
4
1 . 
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Ответ: C
x

xdx
xx

+
−
+

⋅−=
−+∫ 31

33ln
4
1

123
1

2
. 

Интеграл dx
cbxax

NMx
∫ ++

+
2

, где 042 <− acb , M , N , a , b , c  – констан-

ты, x  – переменная, решается методом интегрирования подстановкой, а 

после раскладывается на сумму двух интегралов. 

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−==

−==+
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅

+
=

++
+

∫∫
2

2
2

2

222

4

22

42 a
b

a
cqdtdx

a
btxt

a
bx

dx

a
b

a
c

a
bxa

NMxdx
cbxax

NMx  

( )
∫∫∫∫ +

+
+

⋅=
+

⋅
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+

⋅=
+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅

⋅=
22

22

222222 2
221

qt
qtd

a
M

qt
dt

a
a

MbN

qt
tdt

a
Mdt

qt

N
a

btM

a

C
bac
baxarctg

baca
MbaNcbxax

a
M

qt
dt

a
MbaN

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−
+

⋅
−

−
+++⋅=

+
⋅

−
+ ∫ 22

2
222 4

2
4

2ln
22

2 . 

Интеграл dx
cbxax

NMx
∫ ++

+
2 , где 042 >− acb , M , N , a , b , c  – констан-

ты, x  – переменная, решается методом интегрирования подстановкой, а 

после раскладывается на сумму двух интегралов. 

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−==

−==+
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅

+
=

++
+

∫∫
2

2
2

2

222

4

22

42 a
b

a
cqdtdx
a

btxt
a

bx
dx

a
b

a
c

a
bxa

NMxdx
cbxax

NMx

( )
∫∫∫∫ +

−
−

⋅=
−

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

−
⋅=

−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅

⋅=
22

22

2222222 22
21

qt
qtd

a
M

qt
dt

a
Mb

a
N

qt
tdt

a
Mdt

qt

N
a

btM

a

=+
−
+

⋅⋅
−

−++⋅=
−

⋅
−

+ ∫ C
tq
tq

qa
MbaNcbxax

a
M

qt
dt

a
MbaN ln

2
1

2
2ln

22
2

2
2

222  

C
baxacb
baxacb

acba
aNMbcbxax

a
M

+
−−−
++−

⋅
−⋅

−
+++⋅=

24
24ln

42
2ln

2 2

2

2

2 . 

Интеграл ( ) dx
cbxax

NMx
n∫ ++

+
2

, где 042 <− acb . M , N , a , b , c , n  – 
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константы, x  – переменная, 2≥n  решается методом интегрирования под-

становкой, а после раскладывается на разность двух интегралов. 

Выделить в знаменателе полный квадрат 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅=++

2

22
2

42 a
b

a
c

a
bxacbxax  и сделать подстановку 

a
bxt
2

+= . 

( )
=

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==−

−=→+=
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
⋅=

++

+
∫∫

dtdxq
a

b
a
c

a
btx

a
bxt

dt

a
b

a
c

a
bx

NMx
a

dx
cbxax

NMx
nnn

2
2

2

2

222

4

22

42

1  

( ) ( ) ( ) −
+

=
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

⋅=
+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅

= ∫∫∫ dt
qt

t
a
Mdt

qt
a

MbNMt

a
dt

qt

N
a

btM

a nnnnnn 222222

2121  

( ) dt
qta

MbaN
nn ∫ +

−
−

+ 221

1
2

2 ; 

вычислить поочередно оба интеграла 

( )
( )
( )

( )( )

( ) C
n
qt

qt
qtddt

qt
t n

nn +
+−

+
⋅=

+
+

⋅=
+

+−

∫∫ 12
1

2
1 122

22

22

22
; 

( )
( )
( )

( )
( ) ( ) =

+
⋅−

+
+

⋅=
+

−+
⋅=

+ ∫∫∫∫ dt
qt

t
q

dt
qt
qt

q
dt

qt
tqt

q
dt

qt nnnn 22

2

222

22

222

222

222

1111

( ) ( ) dt
qt

t
q

dt
qtq nn ∫∫ +

⋅−
+

⋅= − 22

2

21222

111 ; 

второй полученный интеграл проинтегрировать по частям 

( ) ( ) ( )
( )
( ) ++−
+⋅

−
+

=
+

⋅−
+

+−

−− ∫∫∫ 12
11111

2

122

122222

2

21222 nq
qttdt

qtq
dt

qt
t

q
dt

qtq

n

nnn

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
C

qtnq
tdt

qtnq
ndt

qtnq nnn +
+⋅+−

−
+−

−
=

+−
+ −−− ∫∫ 122212221222 12

1
12
231

12
1 , 

таким образом, интеграл 
( )∫ +

dt
qt

t
n22

 выражается через интеграл 

( )∫ −+
dt

qt
t

n 122
. 
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3.2. Интегрирование рациональных функций 

в неопределенном интеграле 

 

Определение. Функция вида ( ) nn
nn

n axaxaxaxP ++++= −
−

1
1

10 ... , где 

n – натуральное число, ia  ( ni ,0= ) – постоянные коэффициенты, называет-

ся многочленом или целой рациональной функцией. 

 

Определение. Число n называется степенью многочлена. 

 

Определение. Дробно-рациональной называется функция вида 

( ) ( )
( ) mm

mm
nn

nn

m

n

bxbxbxb
axaxaxa

xQ
xPxf

++++
++++

==
−

−
−

−

1
1

10

1
1

10

...

... , где ( )xPn  – многочлен n-ой сте-

пени, ( )xQm  – многочлен m-ой степени, 00 ≠a , 00 ≠b . 

Интегрирование дробно-рациональных дробей сводится к трем эта-

пам: 

1) определить, является дробно-рациональная дробь правильной 

(n < m) или неправильной (n ≥  m). Если дробь неправильная, то необходи-

мо выделить целую часть и сумму многочленов; 

2) разложить знаменатель правильной рациональной дроби на мно-

жители и представить ее в виде суммы простейших рациональных дробей; 

3) проинтегрировать многочлен и полученную сумму простейших 

дробей. 

Простейшие дроби – это дроби вида ( )ax
A
−

; ( )kax
A
−

 ( )Nkk ∈≥ ,2 ; 

( )cbxax
NMx
++

+
2

; ( )ncbxax
NMx
++

+
2

 (n≥2), где cbNMaA ,,,,,  – действительные 

числа. 

Разложение правильной рациональной дроби на простейшие. 

Если многочлен ( )xQm  в знаменателе имеет m различных действи-



 23

тельных корней 11 bx = , 22 bx = ,…, mm bx = , тогда 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) mm

n

m

n

bx
Z

bx
C

bx
B

bx
A

bxbxbx
xP

xQ
xP

−
++

−
+

−
+

−
=

−⋅⋅−⋅−
= ...

... 32121

, где A , 

B , C ,…, Z  – неопределенные коэффициенты. Для нахождения неопреде-

ленных коэффициентов применяется метод сравнения. 

Если многочлен ( )xQm  в знаменателе имеет кратные действительные 

корни 121 ... bxxx k ==== , 221 ... bxxx lkk ==== ++ ,…, immjm bxxx ==== −−− 12... , 

тогда  

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +−

+
−

++
−

+
−

=
−⋅⋅−

=
2

1

1
2

1

2

1

1

1

...
... bx

B
bx

A
bx

A
bx

A
bxbx

xP
xQ
xP

k
k

j
i

k
n

m

n

( ) ( ) ( ) ( ) j
i

j

i
l

kl

bx
K

bx
K

bx
B

bx
B

−
++

−
++

−
++

−
− ......... 1

2
2

2

2 , где 1A , 2A ,..., kA , 1B , 2B , 

klB − , 1K ,…, jK  – неопределенные коэффициенты, которые вычисляются 

методом сравнения. 

Если многочлен ( )xQm  в знаменателе имеет m различных комплекс-

ных корней, тогда  

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) +++

+
=

++⋅⋅++⋅++
=

21
2

0

21

21
2

021
2

021
2

0 ... axaxa
AxA

cxcxcbxbxbaxaxa
xP

xQ
xP n

m

n

( ) ( )21
2

0

21

21
2

0

21 ...
cxcxc

CxC
bxbxb

BxB
++

+
++

++
+

+ . 

Коэффициенты 1A , 2A , 1B . 2B ,…, 1C , 2C  – неопределенные коэффициенты, 

которые вычисляют, используя метод сравнения. 

Если многочлен ( )xQm  в знаменателе имеет m кратных комплексных 

корней, тогда 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) +++

+
=

++⋅⋅++⋅++
=

21
2

0

21

21
2

021
2

021
2

0 ... axaxa
AxA

cxcxcbxbxbaxaxa
xP

xQ
xP

jlk
n

m

n

( ) ( ) ( ) +++
+

++
++

+
++

++
+ −

21
2

0

21

21
2

0

212
2

21
2

0

43 ......
cxcxc

CxC
axaxa

AxA
axaxa

AxA
k

kk  

( ) ( )j
jj

cxcxc
CxC

cxcxc
CxC

21
2

0

212
2

21
2

0

43 ...
++

+
++

++
+

+ − , 
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где mjlk =+++ ... , коэффициенты 1A ,…, kA2 ,…, 1C ,…, jC2  – неопределен-

ные коэффициенты, вычисляются методом сравнения. 

Суть метода сравнения: правую часть равенства привести к общему 

знаменателю и сгруппировать слагаемые в числители по переменной x  при 

одинаковых степенях. Далее приравнять коэффициенты при одинаковых 

степенях x  в числителях правой и левой части равенства, в конце записать 

равенства в систему, решить ее и найти неопределенные коэффициенты. 

 

ПРИМЕР 3. Определить, является рациональная дробь 
xx

xx
2

1
3

35

−
++  

правильной или неправильной. Если дробь правильная рациональная, то 

выделить в ней целую часть, правильную рациональную дробь и разло-

жить ее на простейшие дроби. 

Решение: 

1. Определить, является рациональная дробь правильной или непра-

вильной. Так как n ≥  m (степень переменной в числителе больше, чем сте-

пень переменной в знаменателе (5 > 3)), то дробь является неправильной. 

2. Выделить целую часть и правильную дробь  

xx
xx

xx
xx

2
613

2
1

3
2

3

35

−
+

++=
−

++ . 

x
xx

x
xxx

xxxx

61
63
13_

32
21_

3

3

235

335

+
−
+

+−
−++

 

32 +x  – целая часть; 
xx

x
2

61
3 −
+  – правильная дробь. 

3. Разложить правильную дробь 
xx

x
2

61
3 −
+  на простейшие дроби 

( ) ( )
( )

( )2
2

2
2

22
61

2
61

2

2

2

22

223 −⋅
−⋅++⋅

=
−⋅

++−
=

−
+

+=
−⋅

+
=

−
+

xx
ADxBAx

xx
DxBxAAx

x
DBx

x
A

xx
x

xx
x . 
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Дробь 
x
A  имеет действительный корень, дробь 

22 −
+

x
DBx  имеет ком-

плексные корни. 

4. Вычислить неопределенные коэффициенты A , B , D , применяя ме-

тод сравнения 
2x    BA+=0       2/1−=A  
1x    D=6   следовательно,  2/1=B  
0x    A21 −=      6=D . 

 

Записать правильную дробь через известные коэффициенты 

( ) ( )22
12

2
1

2

6
2
1

2
1

2
61

2
61

2223 −⋅
+

+−=
−

+
+−=

−⋅
+

=
−
+

x
x

xx

x

xxx
x

xx
x . 

Ответ: Рациональная дробь 
xx

xx
2

1
3

35

−
++  является правильной, ее мож-

но разложить на целую часть – 32 +x  и правильную дробь – 
xx

x
2

61
3 −
+ . Пра-

вильную дробь можно разложить на сумму простейших дробей 
x2

1
−  

(дробь имеет действительный корень) и ( )22
12

2 −⋅
+
x

x  (дробь имеет комплекс-

ные корни). 

 

ПРИМЕР 4. Вычислить интеграл dx
xxx

x
∫ +−

+
45

25
23

3

. 

Решение: 

1. Определить, является рациональная дробь 
xxx

x
45

25
23

3

+−
+  правиль-

ной или неправильной. Так как mn ≥  (3=3), то рациональная дробь непра-

вильная. 

2. Выделить целую часть и правильную дробь 
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22025
520255

4525_

2

23

233

+−
+−

+−+

xx
xxx

xxxx
                   

xxx
xx

xxx
x

45
220255

45
25

23

2

23

3

+−
+−

+=
+−

+ . 

3. Разложить правильную дробь на простейшие дроби. Многочлен в 

знаменателе имеет три различных действительных корня 

( ) ( ) ( )414545 223 −⋅−⋅=+−⋅=+− xxxxxxxxx , следовательно,  

( ) ( )41
22025

45
22025 2

23

2

−⋅−⋅
+−

=
+−
+−

xxx
xx

xxx
xx . 

Записать правильную дробь через неопределенные коэффициенты и 

применить метод сравнения 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )41
445

4141
22025 22

−⋅−⋅
+−−−⋅+++⋅

=
−

+
−

+=
−⋅−⋅
+−

xxx
ACBAxCBAx

x
C

x
B

x
A

xxx
xx . 

2x    CBA ++=25       2/1=A  
1x    CBA −−−=− 4520         Следовательно, 3/7−=B . 
0x    A42 =        6/161=C  

 

Записать правильную дробь через известные коэффициенты 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )46
161

13
7

2
1

4
1

6
161

1
1

3
71

2
1

41
22025 2

−⋅
+

−⋅
−

⋅
=

−
⋅+

−
⋅−⋅=

−⋅−⋅
+−

xxxxxxxxx
xx . 

4. Вычислить интеграл 

( ) ( ) −
⋅

+=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−⋅

+
−⋅

−+=
+−

+
∫∫∫∫ dx

x
dxdx

xxx
dx

xxx
x

2
15

46
161

13
7

2
15

45
25

23

3

 

( ) ( ) ( ) ( ) =
−

⋅+
−

⋅−⋅+=
−⋅

+
−⋅

− ∫ ∫∫∫∫∫ dx
x

dx
x

dx
x

dxdx
x

dx
x 4

1
6

161
1

1
3
71

2
15

46
161

13
7

 ( )
( )

( )
( ) +−−+=
−
−

⋅+
−
−

⋅−+= ∫∫∫∫ 1ln
3
7ln

2
15

4
4

6
161

1
1

3
71

2
15 xxxdx

x
xddx

x
xddx

x
dx  

Cx +−+ 4ln
6

161 . 

Ответ: Cxxxxdx
xxx

x
+−+−−+=

+−
+

∫ 4ln
6

1611ln
3
7ln

2
15

45
25

23

3

. 
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ПРИМЕР 5. Вычислить интеграл 
( ) ( )

dx
xx
xx

∫ +⋅−
++

22

2

13
965 . 

Решение: 

1. Определить, является рациональная дробь 
( ) ( )22

2

13
965

+⋅−
++

xx
xx  пра-

вильной или неправильной. Так как mn <  (2<4), то рациональная дробь 

правильная. Многочлен в знаменателе имеет четыре действительных корня 

( )13 4321 −==== xxxx ; . 

2. Разложить правильную дробь на простейшие дроби, записать ее 
через неопределенные коэффициенты и вычислить коэффициенты, приме-

няя метод сравнения 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

=
+

+
+

+
−

+
−

=
+⋅−
++

2222

2

113313
965

x
D

x
C

x
B

x
A

xx
xx  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )22

23

13
99363255

+⋅−
+++−+−++−⋅++−+−⋅++⋅

=
xx

DCBADCBAxDCBAxCAx

 
3x      CA+=0      0=A  
2x      DCBA +−+−= 55            2/9=B   . 
1x      DCBA 63256 −++−=   0=C  
0x      DCBA 9939 +++−=   2/1=D  

 

Записать правильную дробь через известные коэффициенты 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =
+

⋅+
+

⋅+
−

⋅+
−

⋅=
+⋅−
++

2222

2

1
1

2
1

1
10

3
1

2
9

3
10

13
965

xxxxxx
xx  

( ) ( )22 12
1

32
9

+⋅
+

−⋅
=

xx
. 

3. Вычислить интеграл 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =
+⋅

+
−⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅

+
−⋅

=
+⋅−
++

∫∫∫∫ dx
x

dx
x

dx
xx

dx
xx
xx

222222

2

12
1

32
9

12
1

32
9

13
965

( ) ( )
( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) C

xxx
xd

x
xd

x
dx

x
dx

+
+⋅

−
−⋅

−=
+
+

+
−
−

=
+

+
−

= ∫∫∫∫ 12
1

32
9

1
1

2
1

3
3

2
9

12
1

32
9

2222 . 

Ответ: ( ) ( ) ( ) ( ) C
xx

dx
xx
xx

+
+⋅

−
−⋅

−=
+⋅−
++

∫ 12
1

32
9

13
965

22

2

. 
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ПРИМЕР 6. Вычислить интеграл dx
xx

x
∫ ++

−
134

76
2 . 

Решение: 

1. Определить, является рациональная дробь 
134

76
2 ++

−
xx

x  правильной 

или неправильной. Так как mn <  (1<2), то рациональная дробь правильная. 

Многочлен в знаменателе имеет комплексные корни. Выделить в знамена-

теле полный квадрат ( ) ( ) 22222 329222134 ++=++⋅⋅+=++ xxxxx . 

2. Вычислить интеграл, применяя метод интегрирования замены пе-

ременной tx =+ 2  

( ) { } ( ) dt
t
tdt

t
t

dtdx
txtxdx

x
xdx

xx
x

∫∫∫∫ +
−

=
+

−−⋅
==

−=→=+=
++

−
=

++
−

2222222 3
196

3
72622

32
76

134
76 ; 

полученный интеграл разности разложить на разность интегралов 

dt
t

dt
t

tdt
t

dt
t

tdt
t
t

∫ ∫∫ ∫∫ +
−

+
⋅=

+
−

+
=

+
−

2222222222 3
119

3
6

3
19

3
6

3
196 ; 

в первом интеграле внести под знак дифференциала t  

( )
=

+
⋅−

+
+

⋅=
+

⋅−
+

⋅ ∫∫∫ ∫ dt
tt

tddt
t

dt
t

t
2222

22

2222 3
119

3
3

2
6

3
119

3
6  

( ) dt
tt

td
∫∫ +
⋅−

+
+

⋅=
2222

22

3
119

3
33 ; 

полученные интегралы являются табличными, вычислить их и перейти к 

исходной переменной 

( )
=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅⋅−+=
+

−
+
+

⋅ ∫∫ Cxarctgtdt
tt

td
3

2
3
1193ln3

3
119

3
33 22

2222

22

 

Cxarctgxx +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅−++⋅=
3

2
3

19134ln3 2 . 

Ответ: Cxarctgxxdx
xx

x
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−++=
++

−
∫ 3

2
3

19134ln3
134

76 2
2

. 

 

ПРИМЕР 7. Вычислить интеграл ( ) dx
xx

x
∫ ++

−
22 106

23 . 
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Решение: 

1. Определить, является рациональная дробь ( )22 106
23
++
−
xx

x  правиль-

ной или неправильной. Так как mn <  (1<4), то рациональная дробь пра-

вильная. Многочлен в знаменателе имеет кратные комплексные корни, его 

можно записать в виде ( ) ( )( ) ( )( )2222222 131332106 ++=++⋅⋅+=++ xxxxx . 

2. Вычислить интеграл. Интеграл решить методом интегрирования 

подстановкой yx =+ 3  

( ) ( )( ) { } ( )
( ) =

+
−−⋅

==
−=→=+=

++

−
=

++
−

∫∫∫ dy
y
y

dydx
yxyxdx

x
xdx

xx
x

222222 1
23333

13
23

106
23

 ( ) ( ) ( )∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

+
=

+
−

= dy
yy

ydy
y
y

222222 1
11

1
3

1
113 ; 

интеграл разности разложить на разность интегралов 

( ) ( ) ( ) ( ) dy
y

dy
y

ydy
yy

y
∫∫∫ +

−
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

+ 22222222 1
111

1
3

1
11

1
3 ; 

в первом интеграле преобразовать подынтегральное выражение таким об-

разом, чтобы под знаком дифференциала находилась та же функция, что и 

в основной подынтегральной функции. Во втором интеграле к числителю 

прибавить и отнять 2y  

( ) ( )
( )
( )

( )
( ) ( ) −+⋅

−
=

+
−+

−
+
+

=
+

−
+ ∫∫∫∫ 12

3
1

111
1

1
2
3

1
111

1
3

222

22

22

2

2222 y
dy

y
yy

y
yddy

y
dy

y
y  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Cdy
y

yyarcgt
y

Cdy
y

y
y

dy
+

+
+−

+⋅
−=+

+
+

+
− ∫∫∫ 22

2

222

2

2 1
1111

12
3

1
11

1
11 ; 

интеграл ( )∫ + 22

2

1y
dyy  вычислить методом интегрирования по частям 

( ) ( )
( )
( ) ( ) =

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

+⋅
−=

+
+

⋅=
+

==
=

+∫
dudy

y
v

y
yddy

y
ydvuy

dy
y

y 12
1

1
1

2
1

1
1

11 222

2

22
22

2
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( ) ( ) ( ) 2212 2
11

12
11

12
11

122

11 Cyarctg
y

yCdy
yy

y
++

+⋅
−=+

+⋅
+

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⋅

−= ∫ ; 

подставить результаты вычисления в исходный интеграл  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −+⋅
+

−=++
+⋅

−+−
+⋅

−
12

113
2

11
12

1111
12

3
2322 y

yCyarctg
y

yyarcgt
y

 

( ) 32
11 Cyarctg +⋅− ; 

перейти к исходной переменной x 

( ) ( ) ( ) ( ) 22222
3

2
11

1062
3611

2
11

12
113 Cxarctg

xx
xCyarctg

y
y

++−
++⋅

+
−=+⋅−

+⋅
+

− ; 

Ответ: ( ) ( ) ( ) 22222
3

2
11

1062
3611

106
23 Cxarctg

xx
xdx

xx
x

++−
++⋅

+
−=

++
−

∫ . 

 

3.3. Интегрирование иррациональных функций 

 

Определение. Иррациональной называют функцию вида 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

n

dcx
baxxR , , где a , b , c , d , n – константы, 0≠−bcad , Nn∈ . 

Интеграл вида dx
dcx
bax

dcx
baxxR mn∫ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+ ,...,,  решается методом 

интегрирования подстановкой k

dcx
baxt ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

= , где k  – наименьшее общее 

кратное показателей корней. 

 

ПРИМЕР 8. Вычислить интеграл dx
xx

x
∫ − 3 2

. 

Решение: 

1. Подынтегральная функция является иррациональной функцией. 

Сделать подстановку 6 xt =  (6 – наименьшее общее кратное чисел 1, 3, 2). 
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2. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 

∫ ∫∫ −
=⋅

−
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
=→==

−
dt

t
tdtt

tt
t

dxdtt
xtxtdx

xx
x

1
666 2

4
5

46

3

5

66

3 2
. 

3. Дробь является неправильной, выделить целую часть и многочлен 

1
1

_
1
1_

2

2

224

24

−

+−
−

t
t

ttt
tt

  
1

11
1 2

2
2

4

−
++=

− t
t

t
t . 

4. Вычислить интеграл полученной подынтегральной функции 

C
t
ttt

t
dtdtdttdt

t
tdt

t
t

+
−
+

−+=
−

++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
++=

− ∫∫∫∫∫ 1
1ln362

1
666

1
116

1
6 3

2
2

2
2

2

4

; 

перейти к исходной переменной x  

C
x
xxxC

t
ttt +

−
+

−+=+
−
+

−+
6

6
63

1
1ln362

1
1ln362 . 

Ответ: C
x
xxxdx

xx
x

+
−
+

−+=
−∫ 6

6
6

3 2 1
1ln362 . 

Интеграл вида ( ) dxbxax pnm∫ +⋅ , где подынтегральная функция пред-

ставляет собой дифференциальный бином, в котором m , n , p  – рацио-

нальные числа, берется в случаях: 

1) p  – целое число. Интеграл вычисляется методом подстановки. 

Подстановка ktx = , где k  – общий знаменатель дробей m , n . 

 

ПРИМЕР 9. Вычислить интеграл ( ) dxxxdxxx
3

2
1

2
13

11 ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅=+⋅ . 

Решение: 

1. В дифференциальном биноме =m 0,5, =n 0,5, =p 3 – первый 

случай. 

2. Сделать подстановку 2tx = . 

3. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 



 32

( ) ( ) =⋅+⋅=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ====+⋅ ∫∫ dtttttxtdtdxtxdxxx 2121 32

1
23

( ) ( ) Cttttdtttttdttttt ++++=+++=+++⋅= ∫∫ 65435432322

3
1

5
6

2
3

3
23323312 ; 

перейти к исходной переменной x 

CxxxxCtttt ++++=++++ 32
5

22
3

6543

3
1

5
6

2
3

3
2

3
1

5
6

2
3

3
2 . 

Ответ: ( ) Cxxxxdxxx ++++=+⋅∫ 32
5

22
33

3
1

5
6

2
3

3
21 . 

2) 
n

m 1+  – целое число. Интеграл вычисляется методом подстановки. 

Подстановка kn tbxa =+ , где k  – знаменатель числа p . 

 

ПРИМЕР 10. Вычислить интеграл ( ) ( ) dxxxdxxx 3
2

353 235 11 ∫∫ +⋅=+⋅ . 

Решение:  

1. В дифференциальном биноме =m 5, =n 3, 
3
2

=p , следовательно, 

21
=

+
n

m  – второй случай ( 3=k ). 

2. Сделать подстановку 33 1 xt += . 
3. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 

( ) ( ) ( ) =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −⋅=−=+==+⋅ −

∫ dtttdxtxxtdxxx 3
2

323
1

3333 235 1111

( ) ( ) ( ) ( ) Cttdtttdtttdttttt +−=−=−⋅=−⋅⋅⋅−= ∫∫∫
−⋅

58
111

58
47343

2
323

23
3
5

3 ; 

перейти к исходной переменной x ( ) ( ) CxxCtt
+

+
−

+
=+−

5
1

8
1

58
3
5

33
8

358

. 

Ответ: ( ) ( ) ( ) Cxxdxxx +
+

−
+

=+⋅∫ 5
1

8
11

3
5

33
8

3
3 235 . 

3) p
n

m
+

+1  – целое число. Интеграл вычисляется методом подста-

новки. Подстановка kn tbax =+− , где k  – знаменатель числа p . 



 33

ПРИМЕР 11. Вычислить интеграл ( ) dxxxdx
xx

2
1

24

24
1

1
1 −−∫∫ +⋅=
+⋅

. 

Решение: 

1. В дифференциальном биноме 4−=m , 2=n , 2/1−=p , следова-

тельно, 2
2
1

2
141

−=−
+−

=+
+ p
n

m  – третий случай. 

2. Сделать подстановку 122 += −xt , следовательно, ( ) 2
1

2 1 −−= tx , 

( )
dt

t

tdx
2
3

2 1−
−= . 

3. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 

( )
( )

( ) ⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+⋅−−=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
−=+==+⋅ ∫∫

−

−−−
2
1

2

22

2
3

2

222
1

24

1
111

1
11

t
tdt

t

tdxxtdxxx  

( )
( ) ( ) CttCttdtttdt

t
ttdt

t

t
+−=+−=−−=⋅⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
⋅−−=

−
⋅ ∫ ∫ 33

111
1

33
2

2
1

2

2

2
1

2

2
3

2
; 

перейти к исходной переменной x 

( ) ( ) C
x

xxCxxCtt +
+⋅−

=+
+

−+=+−
−

−

3

2232
2

3

3
112

3
11

3
. 

Ответ: ( ) C
x

xxdx
xx

+
+⋅−

=
+⋅

∫ 3

22

24 3
112

1
1 . 

Интеграл вида ( )dxcbxaxxR∫ ++2, , где a , b , c  – константы, можно 

вычислить двумя способами. 

Первый способ: 

1) квадратное уравнение имеет вещественные корни 1x  и 2x  ( 21 xx ≠ ) 

и 0>a . Интеграл вычисляется методом подстановки. Для этого необходи-

мо преобразовать квадратное уравнение ( ) ( ) =−⋅−⋅=++ 21
2 xxxxacbxax  
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1

2
1 xx

xxaxx
−
−

⋅−=  и сделать подстановку ( )
( )1

2

xx
xxat

−
−

= , следовательно, 

at
axtxx

−
−

=
2

2
2

1 ; 

2) квадратное уравнение имеет вещественные корни 21 xx = . Подын-

тегральное выражение преобразуется в рациональную функцию 

axxcbxax ⋅−=++ 1
2 ; 

3) квадратное уравнение не имеет вещественных корней 0>a . Ин-

теграл вычисляется методом подстановки axtcbxax ±=++2 , следова-

тельно, 
atb

ctx
2

2

m

−
= . 

 

ПРИМЕР 12. Вычислить интеграл ∫ ++ 12 xxx
dx . 

Решение: 

1. Квадратный трехчлен 12 ++ xx  вещественных корней не имеет, 

0>a , 0>c . 

2. Сделать подстановку xtxx −=++ 12 . 

3. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 

( )
( ) =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
++

=
+
+

=−=++=
++∫ dt

t
ttdx

t
txxtxx

xxx
dx

2

22
2

2 12
12

12
11

1

( )
( )

C
xxx
xxxLnC

t
tLn

t
dtdt

t
tt

tt
t

t
t

+
++++

−+++
=+

+
−

=
−

=
+
++

⋅
++

+
⋅

−
+

= ∫∫ 11
11

1
1

1
2

12
12

1
12

1
12

2

2

22

2

22 . 

Ответ: C
xxx
xxx

xxx
dx

+
++++
−+++

=
++∫ 11

11ln
1 2

2

2
. 

4) квадратное уравнение не имеет вещественных корней, 0<a , 

0>c . Интеграл вычисляется методом подстановки cxtcbxax ±=++2 , 

следовательно, 
at

tcbx
−

= 2

2m . 
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Второй способ вычисления интегралов вида ( )dxcbxaxxR∫ ++2, , 

где a , b , c  – константы, рассмотрен ниже. 

 

3.4. Интегрирование тригонометрических функций 

 

Для неопределенных интегралов типа ( ) ( )( )dxxxR∫ cos;sin  применяет-

ся метод универсальной тригонометрической подстановки. Универсальная 

тригонометрическая подстановка – ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
xtgt  ( ππ <<− x ), следовательно, 

( )tarctgx 2= , dt
t

dx 21
2
+

= . 

В этом случае ( )
2

2 1
2

2
1

2
2

sin
t
t

xtg

xtg
x

+
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

= , ( )
2

2

2

2

1
1

2
1

2
1

cos
t
t

xtg

xtg
x

+
−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

= . 

Пример 13. Вычислить интеграл ( ) ( )dx
xx∫ ++ cossin3

1 . 

Решение: 

1. Сделать универсальную тригонометрическую подстановку 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
xtgt , тогда dt

t
dx

21
2
+

= , ( )
21

2sin
t
tx

+
= , ( )

2

2

1
1cos

t
tx

+
−

= . 

2. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 

( ) ( ) =
+

⋅

+
−

+
+

+
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

++ ∫∫ dt
t

t
t

t
t

dt
t

dxxtgtdx
xx 2

2

2

2

2 1
2

1
1

1
23

1
1

2
2cossin3

1

 ( ) Ctarctg
t

tddt
t

dt
tt

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
=

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
++

= ∫∫∫ 2/7
5.0

7
2

4
7

2
1

5.0

4
7

2
1
1

2
1

222
. 

Перейти к исходной переменной x 

( ) CxtgarctgCtarctg +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

7
2/21

3
2

2/7
5.0

7
2 . 
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Ответ: ( ) ( )
( ) Cxtgarctgdx

xx
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅=
++∫ 7

2/21
3

2
cossin3

1 . 

Для неопределенных интегралов типа ( ) ( )( )dxxxR nm∫ cos;sin  применя-

ется метод подстановки и понижения степени. 

 

1) подстановка ( ) tx =sin , если n  – целое положительное нечетное 

число, m  – целое положительное четное число, тогда dt
t

dx
21

1
−

= , 

( ) 21cos tx −= . 

 

ПРИМЕР 14. Вычислить интеграл ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 32 cossin . 

Решение: 

1. 2=m , 3=n  – первый случай. Сделать тригонометрическую под-

становку ( ) tx =sin , тогда dt
t

dx
21

1
−

= , ( ) 21cos tx −= . 

2. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 

( ) ( ) ( ) ( ) =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−=
−

===⋅∫ 2

2

32 1cos
1

1sincossin txdt
t

dxtxdxxx

( ) ( )dtttdt
t

tt ∫∫ −⋅=
−

⋅−⋅= 22

2
2
3

22 1
1

11 ( ) Cttdttt +−=−= ∫ 53

53
42 ; 

перейти к исходной переменной x  

( ) ( ) CxxCtt
+−=+−

5
sin

3
sin

53

5353

. 

Ответ: ( ) ( ) ( ) ( ) Cxxdxxx +−=⋅∫ 5
sin

3
sincossin

53
32 . 

2) подстановка ( ) tx =cos , если m  – целое положительное нечетное 

число, n  – целое положительное четное число, тогда dt
t

dx
21

1
−

−= , 

( ) 21sin tx −= . 
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ПРИМЕР 15. Вычислить интеграл ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2cossin . 

Решение: 

1. 1=m , 2=n  – второй случай. Сделать тригонометрическую под-

становку ( ) tx =cos , тогда dt
t

dx
21

1
−

−= , ( ) 21sin tx −= . 

2. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 

( ) ( ) ( ) ( ) =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−=
−

−===⋅∫ 2

2

2 1sin;
1

;coscossin tx
t

dtdxtxdxxx  

Ctdtt
t

dttt +−=−=
−

⋅−−= ∫∫ 31
1

3
2

2

22 ; 

перейти к исходной переменной x  ( ) CxCt
+−=+−

3
cos

3

33

. 

Ответ: ( ) ( ) ( ) Cxdxxx +−=⋅∫ 3
coscossin

3
2 . 

3) подстановка ( ) txtg = , если nm+  – целое четное отрицательное 

число, тогда dt
t

dx
21

1
+

= , ( )
21

sin
t

tx
+

= , ( )
21

1cos
t

x
+

= . 

 

ПРИМЕР 16. Вычислить интеграл 

( ) ( ) ( ) ( )dxxx
xx

dx 31
3

sincos
sincos

−− ⋅=
⋅ ∫∫ . 

Решение: 

1. 3−=m , 1−=n , 413 −=−−=+ nm  – третий случай. Сделать триго-

нометрическую подстановку ( ) txtg = , тогда dt
t

dx
21

1
+

= , ( )
21

sin
t

tx
+

= , 

( )
21

1cos
t

x
+

= . 

2. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎩
⎨
⎧

+
=

+
==⋅=

⋅
−−∫∫ ;

1
;

1
sinsincos

sincos 22

31
3 t

dtdx
t

txdxxx
xx

dx  
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( ) ( )
( ) Ct

t
dt

t
tdt

tt
tt

t
x ++−=

+
=

+⋅
+

⋅+=
⎭
⎬
⎫

+
= ∫∫ ln

2
11

1
11

1
1cos

23

2

23

2
3

2
2

2
; 

перейти к исходной переменной x  

( ) ( ) ( ) ( ) CxtgxctgCxtg
xtg

Ct
t

++−=++
⋅

−=++− ln
2

ln
2

1ln
2
1 2

22
. 

Ответ: ( ) ( )
( ) ( ) Cxtgxctg

xx
dx

++−=
⋅∫ ln

2sincos

2

3
. 

4) формулы понижения порядка ( ) ( )
2

2cos1cos2 xx +
= , 

( ) ( )
2

2cos1sin2 xx −
= , если m , n  – целые неотрицательные четные числа. 

 

ПРИМЕР 17. Вычислить интеграл dxxx
∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
sin

2
cos 22 . 

Решение: 

1. 2=m , 2=n  – четвертый случай. 

2. Преобразовать подынтегральную функцию, используя тригоно-

метрические формулы 

( ) ( ) ( )( )xxxxx 2cos1
8
1

2
2cos1

4
1sin

4
1

2
sin

2
cos 222 −⋅=

−
⋅=⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . 

3. Вычислить интеграл 

( )( ) =−⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∫∫ dxxdxxx 2cos1
8
1

2
sin

2
cos 22

( )( ) ( ) ( ) CxxCxxdxx +−=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅=−⋅= ∫ 16

2sin
82

2sin
8
12cos1

8
1 . 

Ответ: ( ) Cxxdxxx
+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∫ 16
2sin

82
sin

2
cos 22 . 

Для неопределенных интегралов типа ( ) ( )( )dxbxaxR∫ cos;sin , 

( ) ( )( )dxbxaxR∫ cos;cos , ( ) ( )( )dxbxaxR∫ sin;sin  подынтегральная функция пре-

образуется, используя тригонометрические формулы: 
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( ) ( ) ( )
2

)cos()cos(sinsin βαβαβα +−−
=  

( ) ( ) ( )
2

)cos()cos(coscos βαβαβα ++−
=  

( ) ( ) ( )
2

)sin()sin(cossin βαβαβα ++−
=  

 

ПРИМЕР 18. Вычислить интеграл ( ) ( )dxxx∫ 2cos3sin . 

Решение: 

1. Преобразовать подынтегральную функцию, используя тригоно-

метрические формулы 

( ) ( ) ( ) ( )( )
2

5sinsin2cos3sin xxxx +
=⋅ . 

2. Вычислить интеграл  

( ) ( ) ( ) ( )( ) =+⋅= ∫∫ dxxxdxxx 5sinsin
2
12cos3sin  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
5
5coscos

2
1

5
5coscos

2
15sinsin

2
1 CxxCxxdxxdxx +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=+= ∫ ∫

 

Ответ: ( ) ( ) ( ) ( ) Cxxdxxx +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅−=∫ 5

5coscos
2
12cos3sin . 

Для неопределенного интеграла ( )( )dxxtgR∫  используется подста-

новка ( )xtgt = , следовательно, ( )xtarctgx = , dt
t

dx
21

1
+

= . 

 

ПРИМЕР 19. Вычислить интеграл ( )dxxtg∫ 3 . 

Решение: 

1. Сделать тригонометрическую подстановку ( )xtgt = , тогда 

dt
t

dx
21

1
+

= . 

2. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 
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( ) ( ) ∫∫∫∫∫ =
+

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

+
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
==== dt

t
tdttdt

t
ttdt

t
t

t
dtdxxtgtdxxtg

1111 222

3

2
3

( ) Ctt
t
tddtt ++⋅−=
+
+

⋅−= ∫∫ 1ln
2
1

21
1

2
1 2

2

2

2

; 

перейти к исходной переменной x  

( ) ( )
C

ttgxtgCtt
+

+
−=++⋅−

2
1ln

2
1ln

2
1

2

22
2

2

. 

3. Преобразовать полученный результат      ( ) ( )
=+

+
− C

ttgxtg
2

1ln
2

22

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
−=+−=+

+
−=

−

22
cosln

22
cos/cossinln

2

2222222 xtgC
xxtgC

xxxxtg

( ) ( )
( )

( ) ( ) CxxtgC
x

xtgC
x

++=++=+−
−−

cosln
2cos

1ln
22

cosln 22
1

2

22

. 

Ответ: ( ) ( ) ( ) Cxxtgdxxtg ++=∫ cosln
2

2
3 . 

Для неопределенного интеграла ( )( )dxxctgR∫  используется подста-

новка ( )xctgt = , следовательно, dt
t

dx
21

1
+

−= . 

 

ПРИМЕР 20. Вычислить интеграл ( )dxxctg∫ 3 . 

Решение: 

1. Сделать тригонометрическую подстановку ( )xctgt = , тогда 

dt
t

dx
21

1
+

−= . 

2. Вычислить интеграл методом интегрирования подстановкой 

( ) ( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−−=

+
−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−=== ∫∫∫ dt

t
ttdt

t
t

t
dtdxxctgtdxxctg

111 22

3

2
3

( ) Ctt
t
tdtdt ++⋅+−=
+
+

⋅+−= ∫ ∫ 1ln
2
1

21
1

2
1 2

2

2

2

; 

перейти к исходной переменной x  
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( ) ( )
C

tctgxctgCtt
+

+
+−=++⋅+−

2
1ln

2
1ln

2
1

2

22
2

2

. 

3. Преобразовать полученный результат 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
=+

+
+−=+

+
+− C

xxxxctgC
tctgxctg

2
sin/sincosln

22
1ln

2

222222

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) CxxctgCxxctg
+−−=++−= − sinln

2
sinln

2

2

2
1

2
2

. 

Ответ: ( ) ( ) ( ) Cxxctgdxxctg +−−=∫ sinln
2

2
3 . 

 

Второй способ вычисления интегралов вида ( )dxcbxaxxR∫ ++2, . 

Интеграл вида ( )dxcbxaxxR∫ ++2, , где a , b , c  – константы можно 

вычислить, используя тригонометрические подстановки. Необходимо вы-

делить под радикалом полный квадрат и сделать подстановку, 
a

bxt
2

+= . 

Получится один из следующих интегралов: ( )dtmttR∫ + 22, , 

( )dtmttR∫ − 22, , ( )dttmtR∫ − 22, . 

Интеграл вида ( )dtmttR∫ + 22, , где m  – константа вычисляется, ис-

пользуя тригонометрическую подстановку ( )ztgmt ⋅=  или ( )zctgmt ⋅= . 

Интеграл вида ( )dtmttR∫ − 22, , где m  – константа вычисляется, ис-

пользуя тригонометрическую подстановку ( )z
mt

cos
=  или ( )z

mt
sin

= . 

Интеграл вида ( )dttmtR∫ − 22, , где m  – константа вычисляется, ис-

пользуя тригонометрическую подстановку ( )zmt cos⋅=  или ( )zmt sin⋅= . 
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4. «НЕБЕРУЩИЕСЯ» ИНТЕГРАЛЫ 
 

 

Если интеграл не выражается через элементарные функции, то такой 

интеграл является «неберущимся». Примеры «неберущихся» интегралов: 

∫ − dxe x2

, ( )∫ x
dx

ln
, ( )∫ dxx2cos , ( )∫ dxx2sin , ( )

∫ dx
x

xsin , ( )
∫ dx

x
xcox , ∫ dx

x
ex

. 

Для приближенного вычисления этих неопределенных интегралов с 

любой степенью точности используются бесконечные ряды. Если интеграл 

является определенным на концах отрезка, то для его вычисления исполь-

зуются приближенные формулы, с помощью которых определенный инте-

грал вычисляется с любой степенью точности. Приближенное вычисление 

«неберущихся» интегралов будет рассмотрено в дальнейших разделах кур-

са высшей математики. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Представленные методы интегрирования позволяют во многих слу-

чаях вычислить неопределенный интеграл. Интегрирование часто может 

быть выполнено не единственным способом, так как для нахождения пер-

вообразной нет четкого алгоритма. Не всегда выбранный путь интегриро-

вания является рациональным. Результат и скорость решения интеграла за-

висит от знания искусственных приемов интегрирования, от опыта реше-

ния. Кроме того, не у каждой элементарной функции существует первооб-

разная, являющаяся элементарной функцией. Для того чтобы проверить, 

правильно ли вычислили интеграл, необходимо продифференцировать 

свой результат решения и получить исходную подынтегральную функцию. 
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ИНТЕГРАЛЫ ДЛЯ КОНТРОЛЬНЫХ ЗАДАНИЙ 

 

Вычислить неопределенные интегралы. 

 

Вариант 1 

( )( )dxxxx∫ −+ cos53 32 ;  
( ) dx

x∫ +− 2122
3 ;  dx

x
x

∫ + 4
3
2

; 

( ) ( )dxxxx∫ ⋅+− 6sin32 ;  ( )dxxex∫ −⋅ 2sin ;  ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2cossin ; 

( )dx
x∫ sin

1 ;    ( )dxxtg∫ +12 ;  ( ) ( )dxxx∫ − sin3cos2 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 23 cossin ;  dx
xx∫ ++ 53

1
2

;  ( ) ( )dx
xx

xx
∫ −⋅−

−+
21

32

; 

dx
x

x
∫ +

+
3 13

1 ;   ( ) dxxx∫ +⋅ 232 . 

 

Вариант 2 

( ) dxx
x∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + sin37 ;   ( )dx

xsh∫ +14
18

2
;  dx

x
x

∫ − 42
; 

( )dxxx∫ ⋅ 7arccos ;   dxxex∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

2
cos2 ;  ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2sinsin ; 

( ) dx
x∫ +⋅ 3cos5

1 ;   ( )dxxctg∫ +13 ;  ( ) ( )dx
xx∫ ⋅cossin

1
5

; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2cos2sin 54 ;  dx
xx∫
++ 23

1
2

;  
( ) ( )

dx
xx

xx
∫ −⋅−

−+
21

1
2

2

; 

( )dx
xx∫ +3

1 ;   dx
x

x
∫

−
2 3

2 . 

 

Вариант 3 

( ) dxx
x∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+ 15

cos
9
2

;  ( ) dxx∫ − 3153 ;  ( )( ) ( )dxxe x∫ sincos ; 
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( )dxxarcctg∫ −1 ;   dxx
∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
lnsin2 ;  ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2coscos ; 

( ) ( )dx
xx∫ + cossin

1 ;  ( )dxxtg∫ 23 ;   ( )dxx∫ 4sin2 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅cossin2 ;      dx
xx

x
∫ −−

−
2

2
2

;      ( ) ( )dx
xxxx

xxx
∫ +−⋅++

−+
7613

2
22

23

; 

( )
dx

xx
∫

+⋅+ 311
1 ;  ( ) dxxx∫ −⋅

2
2
5

42 . 

 

Вариант 4 

dxx
x∫ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

+
3

2 9
13 ;  ( )dxe x∫ +138 ;   dxxx∫ −5 32 8 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅+ 4sin12 ;  ( )( )dxx∫ − 41lncos ;  ( ) ( )dxxx∫ −⋅− 2cossin ; 

( )
( )dx
x

x
∫ + cos1

cos ;   ( )dxxctg∫ +13 ;  ( ) ( )dx
xx∫ ⋅ 2sinsin

1
2

; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2cos2sin 34 ;  dx
xx

x
∫ ++

+
1

12
2

;          ( ) ( )dx
xxx

xx
∫ −⋅++

−+
143

8
2

2

; 

dx
x
x

∫ +
−

1
1

3
;    ( ) dx

x
x

∫ − 232
. 

 

Вариант 5 

dxx
x∫ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
−

2

2
2

1
10 ;  ( )dx

x∫ +
−

22cos
3

2
;  dx

x

x

∫
2 ; 

( )dxx∫ −32arcsin ;   ( )dxxx∫ ⋅ 2sin3 )4( ;  ( ) ( )dxxx∫ −⋅− 2sinsin ; 

( )
( )dx
x

x
∫ − sin1

sin ;   ( )dxxtg∫ 3 ;   ( )dxx∫ 2cos2 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 43 cossin ;  dx
xx∫ +− 23

1
2

;  ( ) ( )dx
xx

x
∫ +⋅+

+
21

87 ; 
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( )
dx

xx
x

∫ +−+
++

11
21

2 ;   dxxx
2
3

2
3

2
5

76∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅ . 

 

Вариант 6 

( ) dx
x

x∫ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−
24

1cos3 ;  ( )dx
x∫ −

−
84sin

2
2

;  ( )( )dx
xLnx∫ +⋅ 1

1 ; 

( ) ( )dxxarcctgx∫ −⋅− 213 ; ( )dxxx∫ ⋅ 5cos4 )3( ;  ( ) ( )dxxx∫ −⋅− 2cossin ; 

( ) ( )dx
xx∫ ⋅+⋅− cos7sin48

1 ; ( )dxxtg∫ + 43 ;  ( )
( )dx
x
x

∫ 6

2

cos
sin ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2cos2sin4 ;  dx
xx∫ ++ 23

1
2

;  ( ) ( )dx
xxx

xx
∫ +⋅++

+−
21

22
2

2

; 

dx
x
x

∫ −
+

3

1
1 ;    ( ) dxxx∫ −⋅

322
5

3 . 

 

Вариант 7 

dx
xx∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

249
721 ;  ( )dxxsh∫ −133 ;  ( ) dxxe x∫ ⋅− 242 3

; 

dxxx∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

2
cos2 ;   ( )( )dxx∫ −82lnsin ;  ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 3cos2cos ; 

( ) ( ) dx
xx∫ +⋅+ 1sin2cos

1 ;  ( )dxxctg∫ − 43 ;  ( )dxx∫ 2sin2 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 4cossin ;  dx
xx∫ −− 2
4

2
;  

( ) ( )
dx

xx
xx

∫ +⋅+
++

21
2

2

2

; 

dx
x

x
∫ +

+
32

3 ;   dxxx∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⋅ 2

1
2
3

32 . 

 

Вариант 8 

( ) dxx
x∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
cos2

49
7

2
;  

( )
dx

x
∫

−+ 21325
5 ;      ( ) ( )dxxx∫ ⋅+ 5sin5cos3 ; 



 47

( ) ( )dxxx∫ ⋅+− 8ln34 ;  ( ) dxx
∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
lncos2 ;  ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 8sin2sin ; 

( ) ( )dx
xx∫ ⋅−⋅ cos3sin20

1 ; ( )dxxtg∫ 4 ;    ( ) ( )dx
xx∫ ⋅ 3cossin

1 ; 

( ) ( )dxxx 2cos2sin 32 ⋅∫ ;  dx
xx∫ ++ 1

1
2

;   ( ) ( )dx
xxx

xx
∫ +⋅++

+−
11

432
2

2

; 

dx
xx∫ + 3 2

1 ;   ( ) dxxx
4
3

4
1

24∫ −⋅ . 

 

Вариант 9 

( )dxxex∫ + 283 ;   ( )dx
xch∫ 8

1
2

;   ( )dx
x

x
∫

3ln ; 

( ) ( )dxxx∫ −⋅+ 4sin18 ;  ( )dxxx∫ ⋅− sin5 )13( ;  ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 8cos2sin ; 

( ) ( )dx
xx∫ ++ cos2sin35

1 ; ( )dxxctg∫ 4 ;   ( ) ( )dxxx∫ + 22 sin2cos ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 25 sincos ;  dx
xx
x

∫ +−
+

23
2

2
;  ( ) ( )dx

xx
x

∫ +⋅+
+

32
87 ; 

( ) dx
xxx

xxx
∫ −⋅

++
3

63 2

;   ( ) dxxx
622∫ +−⋅ . 

 

Вариант 10 

( ) dx
x∫ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+ 2

sin
3
2

;   
( )

dx
x

∫
−− 64

2
2

;  
( )

dx
x

x

∫ +

+

1
3 1

; 

( ) ( )dxxxx∫ ⋅− 3cos6 2 ;  ( )dxxx∫ ⋅+ cos6 )12( ;  ( ) ( )dxxx∫ ⋅− 8cos2cos ; 

( ) ( ) dx
xx∫ −⋅+⋅ 5cos3sin2

1 ; ( )dxxtg∫ 24 ;   ( ) ( )dx
xx∫ ⋅ 35 cossin

1 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2cos2sin 52 ;  dx
xx

x
∫ +− 652

;  
( ) ( )

dx
xx

xx
∫ +⋅−

++
16

32
2

2

; 
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( ) ( )
∫

+++
dx

xx 2
1

2
3

11

1 ;  dxxx
2
3

2
3

43∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅ . 

 

Вариант 11 

( )( )dxexsh x∫ + 32 ;   ( )dxx∫ −135 ;    ( )
( ) ( )dx

xx
x

∫ ⋅cossin
2cos ; 

( )dxx∫ − 61arccos ;   ( )( )dxx∫ + 23lnsin ;  ( ) ( )dxxx∫ −⋅− 3sin2sin ; 

( )dx
x∫ cos

1 ;    ( )dxxctg∫ 24 ;  dxx
∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
sin2 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅cossin4 ;  dx
xx∫ ++ 33

1
2

;  ( ) ( )dx
xx

x
∫ −⋅+

−
32

82 ; 

dx
x

x
∫ −

−
12

1 ;   ( ) dxxx∫ +−⋅ 2
3

2
5

43 . 

 

Вариант 12 

( ) ( ) dx
xchx

x∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

2

43sin2 ; ( )dx
xsh∫ −84

2
2

;  ( ) xdxe x ⋅∫ − 24 ; 

( )dxx∫ 2arcsin ;   ( )( )dxx∫ −16lncos ;         ( ) ( )dxxx∫ −⋅− 3cos2sin ; 

( ) dx
x∫ +⋅ 3sin5

1 ;   ( )dxxtg∫ − 242 ;  ( ) ( )dx
xx∫ ⋅ 24 cossin

1 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2cos2sin2 ;  dx
xx
x

∫ ++
−

23
3

2
;  ( ) ( )dx

xxx
xxx

∫ +⋅++
+++

112
2

2

23

; 

( )
dx

x
x

x∫ +
−

⋅
− 2

2
2

1
2 ;  ( ) dxxx∫ −⋅ 526 . 

 

Вариант 13 

( ) dxxch
x∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

− 23
2 ;  

( )
dx

x
∫

−− 2129
4 ;  dx

x
x

∫ +18

3

; 
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dx
e
x

x∫ ;    ( )dxxx∫ − 3sin2 )2( ;  ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 4cos3cos ; 

( ) ( )dx
xx∫ − cossin

1 ;  ( )dxxctg∫ + 352 ;  ( )dxx∫ −13cos2 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 43 sincos ;  dx
xx∫ ++ 1

1
2

;  ( ) ( )dx
xx

xx
∫ +⋅+

++
14

12 3

; 

( ) ( )
dx

xx
∫

+⋅−3 2 11
1 ;  ( ) dxxx∫ +−⋅

− 2
2
3

6 . 

 

Вариант 14 

( ) ( ) dxxx
xsh∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+ 2

2
cos2

2
1 ; 

( ) dx
x∫ −− 2639
2 ;  ( )( )dx

x
x

∫
lnsin ; 

dxex
x

∫
−

⋅ 33 ;    ( )dxxe x∫ − 4cos3 ;  ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 3sin4cos ; 

( )
( )dx
x

x
∫ + sin1

sin ;   ( )dxxtg∫ +123 ;  ( ) ( )dx
xx∫ ⋅ 24 sincos

1 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2sin2cos4 ;   dx
xx∫ +− 22

1
2

;         ( ) ( )
dx

xxx
xx

∫ −⋅++
+−

22

23

112
12 ; 

dx
xx

x
∫ +++ 3 11

;  ( ) dx
x

x
∫

− 525.0 . 

 

Вариант 15 

dx
x

xx∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+−

2
26

4
23 ;  dxx

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

4
cos ;  ( )dx

xx∫ ⋅ ln
1 ; 

( ) ( )dxxxx∫ ⋅+ cos22 ;  ( ) dxx
∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
2lnsin2 ; ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 4cos8cos ; 

( )
( )dx
x

x
∫ − cos1

cos ;   ( )dxxctg∫ +− 63 ;           ( ) ( )( )dxxx∫ − 2cos6sin2 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 45 sincos ;  dx
xx∫ ++ 53

3
2

;  
( ) ( )

dx
xx

xx
∫ +⋅+

++
14

132
2

2

; 
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dx
x
x

∫ −+
++

11
11 ;   dxxx∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅

−
2

2
3

2
1 . 

 
Вариант 16 

( ) ( ) dxxch
x∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ 13

cos
2
2

; dx
x∫ −107

7 ;   dx
e

e
x

x

∫ +12
; 

( )( ) dxxarctgx
2

∫ ⋅ ;   ( ) dxxLn
∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
2cos2 ;       ( ) ( )dxxx∫ −⋅− 4sin3sin ; 

( ) ( )dx
xx∫ ⋅++ cos3sin2

1 ; ( )dxxtg∫ +− 47 ;  ( )
( )dx
x
x

∫ 4

2

sin
cos ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2sin2cos 34 ;  dx
xx∫ −− 2

2
2

;      ( ) ( ) ( )dx
xxx

x
∫ −⋅+⋅−

+
346

162

; 

dx
xx∫ −−− 4 2121

1 ;  ( ) dxxx∫
−−⋅ 2

3
2
1

61 . 

 
Вариант 17 

dx
x

x∫ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
−

4
2

2
2

;  ( ) dxx∫ − 1052 ;  ( )dx
x
x

∫
ln ; 

( )dxxarctgx∫ ⋅ 32 ;   ( )dxxx∫ +− 12sin8 )32( ;  ( ) ( )dxxx∫ −⋅− 4sin3sin ; 

( ) ( )dx
xx∫ ⋅− cos2sin

1 ;  ( )dxxctg∫ +1582 ;  dxx
∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
cos2 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 52 sincos ;  dx
xx

x
∫ ++

−
33

13
2

;  ( ) ( )dx
xx

x
∫ +⋅−

−
87

55 ; 

( ) ( )
dx

xx
∫

−⋅− 21
1
3

;  dx
x

x∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅

312 . 

 
Вариант 18 

dxex
x

x∫ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ++
−

6

2
3

8
2 ;  ( )dxx∫ − 23cos ;  dx

x
x

∫ +162
; 

dxex x∫ −⋅
23 ;    ( )dxxe x∫ −+ 68cos)86( ;        ( ) ( )dxxx∫ −⋅− 4cos3cos ; 
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( )
( ) ( )dx

xx
x

∫ +
+
sincos

2sin ;  ( )dxxtg∫ −− 1542 ;  ( )
( )dx
x
x

∫ 4

2

cos
sin ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2sin2cos 32 ;  dx
xx∫ −− 6

1
2

;       ( ) ( )
dx

xxx
xxx

∫ −⋅−+
+++−

22

33

763
132 ; 

( )
dx

xx∫ −⋅− 211
1 ;  dx

x
x∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⋅

374 . 

 

Вариант 19 

( ) dx
xxch∫ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

+
3

32
22

;  ( )dxe x∫ +12 ;   ( )dx
x
x

∫ − 21
arcsin ; 

dx
x
xx∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
−

⋅
1
1ln ;   ( )( )dxx∫ 4lnsin ;  ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 4sin5cos ; 

( )
( ) ( )dx

xx
x

∫ −
+

sincos
1cos ;  ( )dx

xtg∫ −− 172
1

2
;  ( )dxx∫ 8sin2 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 54 sincos ;  dx
xx
x

∫ ++
−

65
3

2
;  

( ) ( )
dx

xx
xx

∫ +⋅−
+−

87
3

2

3

; 

dx
xx

x
∫ +++

+
1212

12
3

;  dx
xx∫ +⋅ 1

1
22

. 

 

Вариант 20 

( ) ( ) dxxx
x∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+ 9

2
cos4

sin
6 ; ( ) dx

x∫ −+
−

24536
10 ;  dx

x
x

∫ − 6

2

4
; 

( )dx
x

x
∫

2ln ;    ( )( )dxxLn∫ 2cos ;  ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 5sin4cos ; 

( )
( ) ( )dx

xx
x

∫ +
⋅

cossin
sin2 ;  ( )dx

xctg∫ +− 92
1 ;  ( ) ( )dx

xx∫ ⋅ 44 cossin
1 ; 

( ) ( )dxxx∫ ⋅ 56 sincos ;  dx
xx∫ +− 22

1
2

;         ( ) ( )dx
xxx

xx
∫ +⋅−+

−+
863

172
2

2

; 

dx
xxx

∫
++ 2

5
2
3

1 ;   ( ) dxxx∫ −⋅
2
5

2 . 
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