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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñêëàäûâàþòñÿ îñíîâû íîâîé ìåòîäîëî-
ãèè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé – ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è 
âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. 

Ñóùíîñòü ýòîé ìåòîäîëîãèè ñîñòîèò â çàìåíå èñõîäíîãî îáú-
åêòà èññëåäîâàíèÿ åãî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ è èññëåäîâà-
íèè ñîâðåìåííûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ñðåäñòâàìè.

Ìîäåëèðîâàíèå – ýòî ìåòîä èññëåäîâàíèÿ êàêèõ-ëèáî ÿâ-
ëåíèé, ïðîöåññîâ èëè ñèñòåì îáúåêòîâ, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåò 
ñîçäàíèå èñêóññòâåííûõ èëè åñòåñòâåííûõ ñèñòåì (ìîäåëåé), 
èìèòèðóþùèõ ñóùåñòâåííûå ñâîéñòâà îðèãèíàëà; èñïîëüçîâà-
íèå ìîäåëåé äëÿ îïðåäåëåíèÿ èëè óòî÷íåíèÿ õàðàêòåðèñòèê è 
ðàöèîíàëèçàöèè ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ âíîâü êîíñòðóèðóåìûõ 
îáúåêòîâ.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ â íàñòîÿùèé ìî-
ìåíò îäíîé èç âàæíåéøèõ ñîñòàâëÿþùèõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî 
ïðîãðåññà. Áåç ïðèìåíåíèÿ ýòîé ìåòîäîëîãèè â ðàçâèòûõ ñòðà-
íàõ íå ðåàëèçóåòñÿ íè îäèí êðóïíîìàñøòàáíûé òåõíîëîãè÷åñêèé, 
ýêîëîãè÷åñêèé èëè ýêîíîìè÷åñêèé ïðîåêò.

Â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðåàëüíûõ 
ïðîöåññîâ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ. Âåäü ÷àñòî ïðè èçó÷åíèè ìíîãèõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ 
â ïðèðîäå, áûâàåò äîâîëüíî ñëîæíî óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü 
ìåæäó ôóíêöèÿìè, õàðàêòåðèçóþùèìè òå èëè èíûå âåëè÷èíû. 
Íî çàòî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíî óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó 
òåìè æå ôóíêöèÿìè è èõ ïðîèçâîäíûìè. Ýòî ïðèâîäèò ê óðàâ-
íåíèÿì, ñîäåðæàùèì íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ïîä çíàêîì ïðîèç-
âîäíîé, ò. å. ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (ñ èõ ïîìîùüþ 
ïðîöåññ ìîæåò áûòü îïèñàí ïðîùå è ïîëíåå). Â òàêîì ñëó÷àå 
ðàñ÷åò ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ èçó÷àåìîãî ïðîöåññà ñâîäèòñÿ ê 
ðåøåíèþ ýòèõ óðàâíåíèé. Îòðàñëü ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, 
èçó÷àþùàÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç 
ñàìûõ âàæíûõ ïî ñâîèì ïðèëîæåíèÿì.

Ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 
â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îáåñïå÷èâàåòñÿ èñòîðè÷åñêè-
ìè èñòîêàìè ñàìèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñîâðåìåííû-
ìè âçãëÿäàìè íà ìíîãèå çàêîíû ïðèðîäû ñ ïîçèöèè äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, ïðèëîæåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 
â ñîâðåìåííîé íàóêå è òåõíèêå, ðàçâèòèåì ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ 
è îáùåé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âûñîêèì óðîâíåì 
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è òåõíèêè.

Öåëü äàííîãî ïðàêòèêóìà – îêàçàíèå ïîìîùè ñòóäåíòàì â îñâî-
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åíèè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ôèçè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ñ ïî-
ìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòî áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü 
ôîðìèðîâàíèþ ó ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ, âûðàáîò-
êå ïðàêòè÷åñêèõ íàâûêîâ èññëåäîâàíèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷, îïèñûâà-
þùèõ ðåàëüíûå ïðîöåññû â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ.

Â ðàáîòå íàä ïðàêòèêóìîì ïðèíèìàëè ó÷àñòèå äîöåíò êàôå-
äðû ìàòåìàòèêè Å. Ì. Àêñåíåíêî, äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè 
Ã. Ì. ×óâàíîâà. Äîöåíòîì Å. Ì. Àêñåíåíêî íàïèñàí § 1 è ñîñòàâ-
ëåíî ïðèëîæåíèå 1. Äîöåíòîì Ã. Ì. ×óâàíîâîé – § 2 è ïðèëîæå-
íèÿ 2 è 3. Ïðèëîæåíèÿ ñîäåðæàò çàäà÷è êàê âçÿòûå èç ñáîðíèêîâ 
ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó è äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-
ÿì èç ñïèñêà ëèòåðàòóðû, òàê è ñîñòàâëåííûå ñïåöèàëüíî äëÿ 
äàííîãî ïðàêòèêóìà.
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§ 1. ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÅ ÇÀÄÀ×È

1.1. Ñõåìà ðåøåíèÿ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷
Ðåøåíèå ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ íà ñîñòàâëåíèå äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé ðàñïàäàåòñÿ íà òðè ýòàïà:
1. Ñîñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ.
2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.
3. Íàõîæäåíèå îòâåòà íà ïîñòàâëåííûå âîïðîñû (èññëåäîâà-

íèå ðåøåíèÿ).

Ðåêîìåíäóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèÿ:
1. Óñòàíîâèòü âåëè÷èíû, èçìåíÿþùèåñÿ â äàííîì ÿâëåíèè.
2. Âûáðàòü íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ è ôóíêöèþ ýòîé ïåðå-

ìåííîé, êîòîðóþ ìû õîòèì íàéòè.
3. Óñòàíîâèòü çàêîíû, ñâÿçûâàþùèå ýòè ïåðåìåííûå.
4. Èñõîäÿ èç óñëîâèé çàäà÷è, îïðåäåëèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ 

è âûäåëèòü äîïîëíèòåëüíûå äàííûå.
5. Âûðàçèòü âñå ôèãóðèðóþùèå â çàäà÷å âåëè÷èíû ÷åðåç íå-

çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ, ôóíêöèþ ýòîé ïåðåìåííîé è åå ïðîèç-
âîäíóþ.

6. Èñõîäÿ èç óñëîâèÿ çàäà÷è è ôèçè÷åñêîãî çàêîíà, ñîñòàâèòü 
óðàâíåíèå.

7. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.
8. Èñõîäÿ èç óñëîâèé çàäà÷è, íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå è îòâå-

òû íà ïîñòàâëåííûå âîïðîñû.

1.2. Çàäà÷è íà òåïëîîáìåí
Çàäà÷à 1. Çà êàêîå âðåìÿ òåëî, íàãðåòîå äî 100 ãðàäóñîâ, â 

êîìíàòå ñ òåìïåðàòóðîé 20 ãðàäóñîâ îõëàäèòñÿ äî 25 ãðàäóñîâ, 
åñëè äî 60 ãðàäóñîâ îíî îõëàäèëîñü çà 20 ìèí? [1]

Â óñëîâèè çàäà÷è ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ âðåìÿ è òåìïåðà-
òóðà òåëà.

Ïðè ýòîì âðåìÿ t – íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ (â ÷àñàõ), à òåì-
ïåðàòóðà T(t) °C – ôóíêöèÿ (â ãðàäóñàõ Öåëüñèÿ).

Èñïîëüçóåì ôèçè÷åñêèé çàêîí: ñêîðîñòü îõëàæäåíèÿ òåëà 
ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè òåìïåðàòóð òåëà è ñðåäû.

Âûäåëèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: ïðè t0 = 0 ìèí òåìïåðàòóðà òåëà 
T0 = 100 °C . Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíî-
ñòè äàíû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ: t1 = 20 ìèí, Ò1 = 60 °C. Âîïðîñ 
çàäà÷è: íàéòè âðåìÿ t2, åñëè Ò2 = 25 °C.
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dt

dT
 

Èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ïðîèçâîäíîé, ñêîðîñòü èçìå-
íåíèÿ òåìïåðàòóðû åñòü ïðîèçâîäíàÿ îò òåìïåðàòóðû òåëà ïî 

âðåìåíè –        .

Ïî ôèçè÷åñêîìó çàêîíó çàïèøåì óðàâíåíèå:

)20(Tk
dt

dT
  = k (T – 20).

Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå: 

,

ln (T – 20) = kt + C,
T – 20 = Cekt – îáùåå ðåøåíèå.

T = 20 + Cekt.
Ïîäñòàâèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

100 = 20 + Cek∙0,
îòêóäà

Ñ = 80.
Çàïèøåì ÷àñòíîå ðåøåíèå: Ò = 20 + Ñåkt.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà k ïîäñòàâèì äîïîëíèòåëü-

íûå äàííûå:
60 = 20 + 80e20k, e20k =    , 20k = – ln2, k = –        .

Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå:

20
2ln

8020
t

eT
�

�� .

Íàéäåì t ïðè óñëîâèè Ò = 25.

20
2ln

802025
t

e
�

�� ,     
16
120

2ln

�
�
t

e ,

24
20

2 lnln −=− t
, t = 80 ìèí.

Çàäà÷à 2. Êóñîê ìåòàëëà (ñòàëü) ñ òåìïåðàòóðîé à ãðàäóñîâ 
ïîìåùåí â ïå÷ü, òåìïåðàòóðà êîòîðîé ðàâíîìåðíî ïîâûøàåòñÿ 
â òå÷åíèå ÷àñà îò à äî b ãðàäóñîâ. Íàéòè òåìïåðàòóðó òåëà ÷åðåç 
÷àñ. [2]

dT
T – 20

kdt

2
120 =ke

20
2ln−=k
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Ïóñòü t – âðåìÿ, íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, Ò(t) – òåìïåðàòó-
ðà òåëà â ìîìåíò âðåìåíè t, θ(t) – òåìïåðàòóðà ïå÷è â ìîìåíò 
âðåìåíè t.

Íà÷àëüíûå 
óñëîâèÿ Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ Âîïðîñ çàäà÷è

t = 0

T0 = a

θ0 = a

θ(t) = a + λt,

ãäå λ = 
60

ab −=λ  – êîýôôè-

öèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè

t1 = 60 ìèí

T1 = ?

Çàêîí: ñêîðîñòü íàãðåâàíèÿ òåëà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè 

òåìïåðàòóð ñðåäû è òåëà, ò. å. )( Tk
dt
dT −= θ = k(θ – T).

Ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ óðàâíåíèå âûãëÿäèò òàê:

 )( Tk
dt
dT −= θ = k(a + λt – T),

T ' = ka + λkt – kT, T '  + kT = ka + λkt – ëèíåéíîå óðàâíåíèå,
T = uν, T ' = u'ν + uν',

u'ν + uν' + kuν = ka + λkt,
u'ν + u(ν' + kν) = ka + λkt,

ν' + kν = 0, kt
v
dv −= = –kt, ln |ν| = –kt, ν = e–kt,

u'e–kt = ka + λkt,

du = (ka + λkt) ektdt,

,

– îáùåå ðåøåíèå.
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Ïðè t0 = 0, T0 = a : 

 – ÷àñòíîå ðåøåíèå.

Äëÿ ñòàëè k = 0,46.

1.3. Çàäà÷è íà ñìåñè
Çàäà÷à 1. Ñîñóä îáúåìîì 30 ë íàïîëíåí âîçäóõîì (80 % àçî-

òà, 20 % êèñëîðîäà). Â ñîñóä âòåêàåò 0,2 ë àçîòà â ñåêóíäó, êî-
òîðûé íåïðåðûâíî ïåðåìåøèâàåòñÿ ñ íàõîäÿùèìñÿ â ñîñóäå 
âîçäóõîì. Èç ñîñóäà âûòåêàåò òàêîå æå êîëè÷åñòâî ñìåñè. ×åðåç 
êàêîå âðåìÿ â ñîñóäå áóäåò 90 % àçîòà? [5]

Ïóñòü t – âðåìÿ (â ñåêóíäàõ), íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ,
x(t) – êîëè÷åñòâî àçîòà â ñîñóäå â ìîìåíò âðåìåíè t.

Çàêîí: èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà àçîòà çà íåêîòîðîå âðåìÿ ðàâíî 
ðàçíîñòè âòåêàþùåãî è âûòåêàþùåãî àçîòà çà ýòî âðåìÿ.

Íà÷àëüíûå 
óñëîâèÿ

Äîïîëíèòåëüíûå 
óñëîâèÿ Âîïðîñ çàäà÷è

t = 0
x0 = 0,8 ⋅ 30 = 
24 ë

ñêîðîñòü âòåêàíèÿ àçîòà è 
âûòåêàíèÿ ñìåñè 0,2 ë/ñ

t1 – ?
x1 = 0,9 ⋅ 30 = 
27 ë

Çà âðåìÿ dt âòåêëî 0,2 dt ë àçîòà, à âûòåêëî òàêîå æå êîëè÷å-

ñòâî ñìåñè, íî àçîòà â ýòîé ñìåñè – êîëè-

÷åñòâî àçîòà â îäíîì ëèòðå â ìîìåíò âðåìåíè t.
Òîãäà óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ òàê: 
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– îáùåå ðåøåíèå.

Ïðè t = 0, x = 24, 6 = C, ñëåäîâàòåëüíî,  – ÷àñò-

íîå ðåøåíèå.
Íàéäåì îòâåò íà âîïðîñ çàäà÷è: ïðè x = 27:

).

Çàäà÷à 2. Â áàêå ñîäåðæèòñÿ 100 ë ðàñòâîðà, ñîäåðæàùåãî 
20 êã ñîëè. Âîäà âëèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 3 ë/ìèí, à ñìåñü âû-
ëèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 2 ë/ìèí. Ñêîëüêî ñîëè îñòàíåòñÿ â áàêå 
÷åðåç ÷àñ? [2]

Ïóñòü t – âðåìÿ (â ìèí), íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.
x (t) – êîëè÷åñòâî ñîëè áàêå â ìîìåíò âðåìåíè t.

Íà÷àëüíûå 
óñëîâèÿ Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ Âîïðîñ çàäà÷è

ν0 = 100 ë
t0 = 0
x0 = 20 êã

Âîäà âëèâàåòñÿ ñî ñêî-
ðîñòüþ 3 ë/ìèí, à ñìåñü 
âûëèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 

2 ë/ìèí.

t = 60 ìèí
x – ?

Èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà ñîëè ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò âûòåêàþùåé 

ñìåñè, â 1 ë êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ , ò. ê. îáúåì ñìåñè â ñî-

ñóäå óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 ë/ìèí.
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Ñîñòàâèì óðàâíåíèå: , ò. ê. âûëèâàåòñÿ 2 ë ñìå-

ñè. Ðåøèì ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðå-
ìåííûìè.

Çàäà÷à 3. Â áàêå ñîäåðæèòñÿ v ë ðàñòâîðà, ñîäåðæàùåãî m êã 
ñîëè. Âîäà âëèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ a ë/ìèí, à ñìåñü âûëèâàåòñÿ ñî 
ñêîðîñòüþ b ë/ìèí. Ñêîëüêî ñîëè îñòàíåòñÿ â áàêå ÷åðåç ÷àñ? [6]

Ïóñòü t – âðåìÿ (â ìèí), íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.
x(t) – êîëè÷åñòâî ñîëè â áàêå â ìîìåíò âðåìåíè t.

Íà÷àëüíûå 
óñëîâèÿ

Äîïîëíèòåëüíûå 
óñëîâèÿ Âîïðîñ çàäà÷è

ν0 = ν ë
t0 = 0
x0 = m êã

Âîäà âëèâàåòñÿ ñî ñêî-
ðîñòüþ a ë/ìèí, à ñìåñü 
âûëèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 
b ë/ìèí

t = 60 ìèí
x – ?

Èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà ñîëè ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò âûòåêàþùåé 

ñìåñè, â 1 ë êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ , ò. ê. îáúåì ñìåñè 

â ñîñóäå óâåëè÷èâàåòñÿ íà (b – a) ë/ìèí.
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Ñîñòàâèì óðàâíåíèå: , ò. ê. âûëèâàåòñÿ b ë 
ñìåñè.

Ðåøèì ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðå-
ìåííûìè.

Çàäà÷à 4. Â áàêå ñîäåðæèòñÿ v ë ðàñòâîðà, ñîäåðæàùåãî m êã 
ñîëè. Âîäà âëèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ b ë/ìèí, à ñìåñü ñ òîé æå 
ñêîðîñòüþ ïåðåêà÷èâàåòñÿ â äðóãîé ñîñóä òàêîãî æå îáúåìà, ãäå 
âíà÷àëå íàõîäèòñÿ ÷èñòàÿ âîäà è èçëèøåê èç êîòîðîãî âûëèâàåò-
ñÿ ñ òîé æå ñêîðîñòüþ. Ñêîëüêî ñîëè áóäåò ñîäåðæàòüñÿ âî âòî-
ðîì áàêå ÷åðåç t ìèí? [1]

Â ïåðâîì áàêå Âî âòîðîì áàêå

x(t) – êîëè÷åñòâî ñîëè â ìî-
ìåíò âðåìåíè t

y(t) – êîëè÷åñòâî ñîëè â ìî-
ìåíò âðåìåíè t
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t0 = 0
x0 = m
âëèâàåòñÿ âîäà è âûëèâàåòñÿ 
ñìåñü ñî ñêîðîñòüþ b ë/ìèí. 

çà âðåìÿ dt âëèâàåòñÿ 0, à âû-

ëèâàåòñÿ bdt
V

x   ñîëè.

t0 = 0
y0 = 0
âëèâàåòñÿ è âûëèâàåòñÿ ñìåñü 
ñî ñêîðîñòüþ b ë/ìèí. 

çà âðåìÿ dt âëèâàåòñÿ bdt
V

x    

ñîëè, à âûëèâàåòñÿ bdt
V

у   ñîëè.

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå: Ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

bdt
V
xdx �� bdt

V
ybdt

V
xdy ��

 – ëèíåéíîå óðàâíåíèå.

 – îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.

Ïðè t0 = 0 , y0 = 0. Îòñþäà C = 0.
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 – ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.

1.4. Çàäà÷è íà ðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä
Çàäà÷à 1. Êàêîå êîëè÷åñòâî ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà îñòàíåò-

ñÿ ÷åðåç 100 ëåò, åñëè ïåðèîä ïîëóðàñïàäà ðàâåí 1600 ãîäàì? [2]

Ïóñòü t – âðåìÿ (â ãîäàõ), íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.
x(t) – êîëè÷åñòâî ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà â ìîìåíò âðåìåíè t.

Çàêîí: ñêîðîñòü ðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà ïðîïîð-
öèîíàëüíà íàëè÷íîìó êîëè÷åñòâó âåùåñòâà.

Ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå:

кх
dt

dx
 .

Íà÷àëüíûå 
óñëîâèÿ

Äîïîëíèòåëüíûå 
óñëîâèÿ Âîïðîñ çàäà÷è

t0 = 0
x0 = m

t1 = 1600 ëåò

2
1

m
x  

t = 100 ëåò
x – ?

Ðåøèì óðàâíåíèå

kdt
x

dx ,  kt
x

dx ,   

Cktx lnln ,  

ktCex    – îáùåå ðåøåíèå.

t0 = 0, x0 = m.

m = Ce0, C = m, x = mekt – ÷àñòíîå ðåøåíèå.

Ïðè 16001t , 
2

1

m
x . , 16001t , 

2
1

m
x . .

Îòêóäà kme
m 1600

2
, ke 1600

2

1  .
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Òîãäà 

.

Ïðè t = 100  ,

.

Çàäà÷à 2. Íàéòè ïåðèîä ïîëóðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùå-
ñòâà, åñëè çà 2 ÷ ðàñïàäàåòñÿ 0,1 ÷àñòü âåùåñòâà. [1]

Ïóñòü t – âðåìÿ (÷àñ), íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, x(t) – êîëè÷å-
ñòâî ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà â ìîìåíò âðåìåíè t.

Çàêîí: ñêîðîñòü ðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà ïðîïîð-
öèîíàëüíà íàëè÷íîìó êîëè÷åñòâó âåùåñòâà.

Ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå:

кх
dt

dx
 

 = kx.

Íà÷àëüíûå 
óñëîâèÿ

Äîïîëíèòåëüíûå 
óñëîâèÿ Âîïðîñ çàäà÷è

t0 = 0
x0 = m

t1 = 2 ÷
x1 = 0,9 m

t –?

x = 
2

m
x  

Ðåøèì óðàâíåíèå

,

x = Cekt– îáùåå ðåøåíèå.

t0 = 0, x0 = m,
m = Ñå0, Ñ = m,
x = mekt – ÷àñòíîå ðåøåíèå.

Ïðè t1 = 2  x1 = 0,9 m.

Îòêóäà
0,9 m = mekt, 0,9 = e2k,
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.

Òîãäà 

1.5. Çàäà÷è íà èñòå÷åíèå æèäêîñòè
Çàäà÷à 1. Çà êàêîå âðåìÿ âûòå÷åò âîäà èç öèëèíäðè÷åñêîãî 

ñîñóäà ñ äèàìåòðîì îñíîâàíèÿ 1,8 ì è âûñîòîé 2,45 ì ÷åðåç îò-
âåðñòèå â äíå ñîñóäà äèàìåòðîì 6 ñì? [4]

Çàïèøåì äàííûå çàäà÷è.
Íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ âðåìÿ t, èçìåðÿåìîå â 

ñåêóíäàõ, à çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ – âûñîòà ñòîëáà æèäêîñòè â 
ñîñóäå â ìîìåíò âðåìåíè t, èçìåðÿåìàÿ â ìåòðàõ è îáîçíà÷åí-
íàÿ h.

 D 

dh 

h 

Рис. 1 
 

Íà÷àëüíûå 
óñëîâèÿ

Äîïîëíèòåëüíûå 
óñëîâèÿ Âîïðîñ çàäà÷è

t0 = 0
h0 = 2,45 ì

D = 1,8 ì
d = 0,06 ì
g = 10 ì/ñ2

t  – ?
h1 = 0
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Ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ âîäû èç ñîñóäà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé 

ν = ghv 26,0  .
Âû÷èñëèì îáúåì îñâîáîäèâøåéñÿ ÷àñòè ñîñóäà çà âðåìÿ dt. 

Çà ýòî âðåìÿ âûñîòà ñòîëáà æèäêîñòè óìåíüøèòñÿ íà dh (dh < 0). 
Îñâîáîäèâøàÿ ÷àñòü ñîñóäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðóãîâîé öè-
ëèíäð ñ âûñîòîé – dh è êðóãîâûì îñíîâàíèåì ðàäèóñîì 0,9 ì. 
Îáúåì ýòîãî öèëèíäðà ðàâåí

Wîñâîá. ÷àñòè = – π ⋅ R2dh.

Îáúåì âûòåêøåé æèäêîñòè ðàâåí 

Wâûò. æèäê. = 0,6 ⋅ π ⋅ r2 .

Ïîñêîëüêó ýòè âåëè÷èíû ðàâíû, ñîñòàâèì óðàâíåíèå:

– π ⋅ R2dh = 0,6π ⋅ r2 .

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ðå-
øèì åãî. 

Ïîäñòàâèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ t0 = 0, h0 = 2,45 ì.

.

×àñòíîå ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä

.

Íàéäåì âðåìÿ, çà êîòîðîå âñÿ âîäà âûòå÷åò èç ñîñóäà, ò. å. 
h = 0:
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Çàäà÷à 2. Â äíå êîòëà, èìåþùåãî ôîðìó ïîëóøàðà ðàäèóñîì 
1 ì, îáðàçîâàëàñü ïðîáîèíà ïëîùàäüþ 0,02 ì2. Çà êàêîå âðåìÿ 
âûòå÷åò âñÿ âîäà, çàïîëíÿþùàÿ êîòåë? [3]

Íà÷àëüíûå 
óñëîâèÿ

Äîïîëíèòåëüíûå 
óñëîâèÿ Âîïðîñ çàäà÷è

t0 = 0
h0 = 1 ì

R = 1 ì
S = 0,02 ì2

t1 – ?
h1 = 0

 

R 
dh 

h(t) 

Рис. 2 

Rш 

 
Ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ âîäû èç ñîñóäà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ν = ghv 26,0  .

Âû÷èñëèì îáúåì îñâîáîäèâøåéñÿ ÷àñòè ñîñóäà çà âðåìÿ dt. 
Çà ýòî âðåìÿ âûñîòà ñòîëáà æèäêîñòè óìåíüøèòñÿ íà dh (dh < 0). 
Îñâîáîäèâøóþñÿ ÷àñòü ñîñóäà áóäåì ñ÷èòàòü êðóãîâûì öèëèí-
äðîì ñ âûñîòîé – dh è êðóãîâûì îñíîâàíèåì ðàäèóñà R ì, êîòîðûé 
íàéäåì èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà.

.

Îáúåì ýòîãî öèëèíäðà ðàâåí

.

Îáúåì âûòåêøåé æèäêîñòè ðàâåí 

.

Ïîñêîëüêó ýòè âåëè÷èíû ðàâíû, ñîñòàâèì óðàâíåíèå:

.
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Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ðå-
øèì åãî. 

Ïîäñòàâèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è äàííûå çàäà÷è, íàéäåì Ñ.

×àñòíîå ðåøåíèå èìååò âèä

.

Íàéäåì t ïðè óñëîâèè h = 0, t ≈ 55 ñ.

1.6. Çàäà÷à íà äâèæåíèå
Ëîêîìîòèâ äâèæåòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîìó ïóòè ñî ñêîðîñòüþ 

81 êì/÷àñ. Çà êàêîå âðåìÿ è íà êàêîì ðàññòîÿíèè îí áóäåò îñòà-
íîâëåí, åñëè ñîïðîòèâëåíèå äâèæåíèþ ïîñëå íà÷àëà òîðìîæå-
íèÿ ðàâíî 0,2 åãî âåñà. [1]

Íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ – âðåìÿ t (â ñåêóíäàõ).
Çàâèñèìûå ïåðåìåííûå – ðàññòîÿíèå s (â ìåòðàõ) è ñêîðîñòü 

υ (â ì/ñ).

Íà÷àëüíûå 
óñëîâèÿ

Äîïîëíèòåëüíûå 
óñëîâèÿ Âîïðîñ çàäà÷è

t0 = 0
s0 = 0

υ0 = 81 êì/÷ =
= 22,5 ì/ñ

Fñîïðîò. = 0,2 ∙ P
g = 10 ì/ñ2

t1– ?
s1 – ?
υ1 = 0

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå, èñïîëüçóÿ çàêîíû Íüþòîíà:
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Ïîäñòàâèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: t = 0, υ = 22,5: C = 22,5.
×àñòíîå ðåøåíèå èìååò âèä 

υ = –0,2 ∙ gt + 22,5.
Ïðè υ = 0  t ≈ 11 ñ
Íàéäåì S èç óñëîâèÿ

,

Èñõîäÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé Ñ1 = 0. 

s = –0,1 ⋅ gt 2 + 22,5t

Ïðè t = 11 

s ≈ 126,5 ì.
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§ 2. ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÇÀÄÀ×È

2.1. Ñõåìà ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷
Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè, êàðòîãðàôèè è 

äðóãèõ îáëàñòåé íàóêè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â íàõîæäåíèè 
êðèâûõ ïî òåì èëè èíûì ñâîéñòâàì ýòèõ êðèâûõ, ñâÿçàííûõ ÷àùå 
âñåãî ñ êàñàòåëüíûìè, ïðîâåäåííûìè ê íèì. Ïîñêîëüêó óãëîâîé 
êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ðàâåí ÷èñëåííîìó çíà÷åíèþ ïðîèç-
âîäíîé â òî÷êå êàñàíèÿ, òî ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ ïðèõîäèì ê 
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.

Ïðè ðåøåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ðåêîìåíäóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñõåìà: 

1. Ñäåëàòü ÷åðòåæ è ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ.
2. Îòäåëèòü óñëîâèÿ, èìåþùèå ìåñòî â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå 

èñêîìîé ëèíèè, îò óñëîâèé, âûïîëíÿþùèõñÿ â îòäåëüíûõ òî÷êàõ, 
ò. å. âûäåëèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

3. Âûðàçèòü âñå óïîìÿíóòûå â çàäà÷å âåëè÷èíû ÷åðåç êîîð-
äèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè è çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â ýòîé òî÷-
êå, ó÷èòûâàÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé.

4. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ñîñòàâèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò èñêîìàÿ êðèâàÿ.

5. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå, ò. å. ìíîæåñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, 
è âûäåëèòü òó, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.

2.2. Îáùèå ïîíÿòèÿ
Ââåäåì îáùèå ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
Ãðàôèêîì ôóíêöèè f   íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ñ êîîðäè-

íàòàìè (õ; f  (x)), ãäå

 – óðàâíåíèå ýòîé êðèâîé.
Ñåêóùåé ãðàôèêà ôóíêöèè f   íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþ-

ùàÿ äâå ëþáûå òî÷êè ãðàôèêà.
Ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå ñåêóùåé M0M ê ãðàôèêó ôóíêöèè f  , 

êîãäà M ïðèáëèæàåòñÿ ê M0 ïî äàííîé êðèâîé, íàçûâàåòñÿ êàñà-
òåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f   â òî÷êå M0(x0;y0), à 
òî÷êà M0(x0;y0) – òî÷êîé êàñàíèÿ.

Íîðìàëüþ ãðàôèêà ôóíêöèè f   â òî÷êå M0(x0;y0) íàçûâàåòñÿ 
ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé â òî÷êå 
M0(x0;y0).

Ïóñòü M0(x0;y0) – ëþáàÿ òî÷êà ãðàôèêà ôóíêöèè f  . Ïðîâåäåì 
â ýòîé òî÷êå êàñàòåëüíóþ ℓ è íîðìàëü n (ðèñ. 3).
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Îáîçíà÷èì: ,

Îïóñòèì èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïåðïåíäèêóëÿðû OM5 è OM6 íà 
êàñàòåëüíóþ ℓ è íîðìàëü n ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì ñëåäóþùèå 
îïðåäåëåíèÿ.

Íàïðàâëåííûé îòðåçîê N0M3 íàçûâàåòñÿ ïîäêàñàòåëüíîé, íà-
ïðàâëåííûé îòðåçîê N0M1 – ïîäíîðìàëüþ, îòðåçîê OM1 – îòðåç-
êîì, îòñåêàåìûì íîðìàëüþ íà îñè Îõ, îòðåçîê OM2 – îòðåçêîì, 
îòñåêàåìûì íîðìàëüþ íà îñè Îó, îòðåçîê OM3 – îòðåçêîì, îòñå-
êàåìûì êàñàòåëüíîé íà îñè Îõ, îòðåçîê OM4 – îòðåçêîì, îòñåêà-
åìûì êàñàòåëüíîé íà îñè Îó, äëèíà îòðåçêà OM5 – ðàññòîÿíèåì 
îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî êàñàòåëüíîé ℓ, äëèíà îòðåçêà OM6 – ðàñ-
ñòîÿíèåì îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî íîðìàëè n.

 

Рис. 3 

n 

 
Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó M0(x0;y0) 

è èìåþùåé óãëîâîé êîýôôèöèåíò k, èìååò âèä
y – y0 = k(x – x0).

Èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé 
ôóíêöèè f   â äàííîé òî÷êå x, óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé 
ê ãðàôèêó ôóíêöèè f   â òî÷êå M0(x0;y0), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
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,

ãäå  – óðàâíåíèå êðèâîé, M(X;Y) – òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ 
êàñàòåëüíîé.

Ò. ê. íîðìàëü, ïðîâåäåííàÿ â òî÷êå M0(x0;y0), ïåðïåíäèêóëÿð-
íà êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé â òîé æå òî÷êå, òî óãëîâûå êîýô-
ôèöèåíòû ýòèõ ïðÿìûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

k1 ⋅ k2 = –1,

ãäå  – óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé, k2 – óãëîâîé 

êîýôôèöèåíò íîðìàëè.
Ó÷èòûâàÿ ýòî óñëîâèå è âûðàçèâ óãëîâîé êîýôôèöèåíò íîð-

ìàëè ÷åðåç çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f   â òî÷êå x0, ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå íîðìàëè, ïðîâåäåííîé â òî÷êå M0(x0;y0),

                                                                       .

Äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ íåîáõîäèìà ôîðìóëà ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè M0(x0;y0) è M(x;y):

.

Èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè òàêæå èçâåñòíà ôîðìóëà ðàñ-
ñòîÿíèÿ îò òî÷êè M(x;y) äî ïðÿìîé ℓ ñ óðàâíåíèåì

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê ãðàôèêó 
ôóíêöèè f   â òî÷êå M0(x0;y0), èíà÷å:

Òîãäà íà îñíîâàíèè ôîðìóëû ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïðÿìîé 
ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò  
O(0;0) äî êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f   â òî÷-
êå M0(x0;y0):

Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî íîðìàëè, 
ïðîâåäåííîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f   â òî÷êå M0(x0;y0), ïîëó÷èì 
ôîðìóëó ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ýòîé íîðìàëè:
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äëèíû îòðåçêà, îòñåêàåìîãî êàñàòåëüíîé 
èëè íîðìàëüþ íà êàêîé-ëèáî êîîðäèíàòíîé îñè, íåîáõîäèìî èñ-
ïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ ïðÿìûõ ïåðåñåêàåò îñü 
àáñöèññ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (X;0), à îñü îðäèíàò – â òî÷êå 
ñ êîîðäèíàòàìè (0;Y), ãäå èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé èëè 
íîðìàëè, ïðîâåäåííîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè â òî÷êå M0(x0;y0),

èëè

ñîîòâåòñòâåííî.

2.3. Ðåøåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷, ïðèâîäÿùèõ ê 

äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.

Çàäà÷à 1. Íàéòè ëèíèè, äëèíà ïîäêàñàòåëüíîé êîòîðûõ ïîñòî-
ÿííà è ðàâíà 2. [4]

Ðåøåíèå.
Íà ðèñ. 4 îòðåçîê NM1 ÿâëÿåòñÿ ïîäêàñàòåëüíîé. Êàñàòåëü-

íàÿ ê èñêîìîé êðèâîé  ïðîâåäåíà â òî÷êå M(x;y). Ò. ê. 

ïî óñëîâèþ , òî, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ïîäêàñàòåëüíîé

 , ïîëó÷àåì óðàâíåíèå .

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê êðèâîé â òî÷êå M(x;y), 
èìååò âèä

,

ãäå (X;Y) – òåêóùèå êîîðäèíàòû òî÷êè êàñàòåëüíîé. Òî÷êà Ì1 èìå-
åò êîîðäèíàòû (X;0), ïîýòîìó 
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èëè

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå çàäà÷è, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå 
óðàâíåíèå

Ïî îïðåäåëåíèþ ìîäóëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà

ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå óðàâíåíèé:

èëè

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.
Ïðîèíòåãðèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå.
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Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè:

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, èìååì

èëè

ãäå

Ïðîèíòåãðèðóåì âòîðîå óðàâíåíèå:

Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè:

ãäå

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûì ñåìåéñòâîì èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ 
ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî êðèâûõ, îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèÿìè

èëè

Çàäà÷à 2. Íàéòè êðèâóþ, ó êîòîðîé òî÷êà êàñàíèÿ ðàâíîóäàëå-
íà îò íà÷àëà êîîðäèíàò è òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ñ îñüþ 
îðäèíàò. [1]



27

Ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ì òî÷êó êàñàíèÿ, N – òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ êà-
ñàòåëüíîé ñ îñüþ îðäèíàò (ðèñ. 5).

Òîãäà ïî óñëîâèþ çàäà÷è . Êàñàòåëüíàÿ ê èñêîìîé 

êðèâîé  ïðîâåäåíà â òî÷êå M(x;y), ïîýòîìó ðàññòîÿíèå 

 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Òî÷êà N – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ñ îñüþ îðäèíàò, 
ñëåäîâàòåëüíî, åå àáñöèññà ðàâíà Õ = 0. Ïî ôîðìóëå ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïîëó÷àåì

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê ãðàôèêó 
ôóíêöèè â òî÷êå Ì (õ; ó),

è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå çàäà÷è, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â ñèñòåìó äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé
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èëè

 

Êàæäîå èç íèõ – óðàâíåíèå â ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.
Ðåøèì ïåðâîå èç íèõ, ðàçäåëèâ ïåðåìåííûå è ïðîèíòåãðè-

ðîâàâ åãî.

Ðåøèì âòîðîå èç íèõ.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò êðèâûå, îïðå-
äåëÿåìûå óðàâíåíèåì

y = Cx

èëè óðàâíåíèåì

xy = C.

Çàäà÷à 3. Íàéòè óðàâíåíèå ëèíèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó 
(1; 2), åñëè åå ïîäêàñàòåëüíàÿ âäâîå áîëüøå àáñöèññû òî÷êè êà-
ñàíèÿ. [3]

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ðèñ. 4. Êàñàòåëüíàÿ ê èñêîìîé êðèâîé  
y = f(x) ïðîâåäåíà â òî÷êå M(x;y). Ò. ê. ïîäêàñàòåëüíàÿ NM1 ïî 
îïðåäåëåíèþ ðàâíà X – x, à ïî óñëîâèþ çàäà÷è 2õ, òî èìååì 

X – x = 2 x.
Òî÷êà (1; 2) çàäàåò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

x =1,
y = 2.

Ïîýòîìó ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå äèô-
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ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ 
êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè â òî÷êå M(x;y):

Îòêóäà

ò. ê. Y = 0. 
Èñïîëüçóÿ óñëîâèå çàäà÷è, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå 

óðàâíåíèå

Ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.
Ðåøèì åãî.

Ïîëó÷èëè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. 
×òîáû íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ x = 1, y = 2.

îòñþäà
C = 2.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ ëèíèÿ, îïðåäåëÿå-
ìàÿ óðàâíåíèåì

Çàäà÷à 4. Íàéòè êðèâóþ, äëÿ êîòîðîé äëèíà îòðåçêà, îòñåêàå-

ìîãî êàñàòåëüíîé íà îñè îðäèíàò, ðàâíà 
у

х 2

 . [3]

Ðåøåíèå.
Íà ðèñ. 6 òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ñ îñüþ îðäèíàò îáî-

çíà÷åíà òî÷êîé N. 
Ïî îïðåäåëåíèþ äëèíà îòðåçêà, îòñåêàåìîãî êàñàòåëüíîé íà 

îñè îðäèíàò, ò. å. äëèíà îòðåçêà ÎN, ðàâíà Y  , ãäå Y – êîîðäèíà-
òà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ñ îñüþ îðäèíàò.
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Рис. 6 

 

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è .

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê êðèâîé  â 

òî÷êå M(x;y), èìååò âèä

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî X = 0, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

.

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ, èñõîäÿ èç 
îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà. 

Åñëè y > 0, òî èìååì óðàâíåíèå

èëè

Ýòî îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.
Ïîëàãàÿ, ÷òî y = ux,

èìååì 
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Îòñþäà

Èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå, èìååì

ïîýòîìó

Åñëè ó < 0, òî ïîëó÷èì äðóãîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

Ýòî îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.

Ïîëàãàÿ, ÷òî y = ux, îòêóäà

èìååì 
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Îòñþäà

Èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå, èìååì

ïîýòîìó

Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâîì èñêîìûõ êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ ñåìåé-
ñòâî êðèâûõ, îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèåì

.

èëè óðàâíåíèåì

.

Çàäà÷à 5. Íàéòè óðàâíåíèå ëèíèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó 
(1; 0), åñëè ïëîùàäü òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé êàñàòåëüíîé, îñÿ-
ìè êîîðäèíàò è îðäèíàòîé òî÷êè êàñàíèÿ, ðàâíà 1,5. [3]

Ðåøåíèå.
Íà ðèñ. 7 òðàïåöèÿ îãðàíè÷åíà êàñàòåëüíîé ÌÐ, îðäèíàòîé 

ÌN, îòðåçêàìè, îòñåêàåìûìè êàñàòåëüíîé íà îñè àáñöèññ è îñè 
îðäèíàò, ò. å. îòðåçêàìè ÎN è ÎÐ ñîîòâåòñòâåííî.

Èçâåñòíà ôîðìóëà ïëîùàäè òðàïåöèè:

ãäå a, b – îñíîâàíèÿ òðàïåöèè, h – âûñîòà òðàïåöèè.
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 Рис. 7 
 

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è

ïîýòîìó

Êàñàòåëüíàÿ ê èñêîìîé êðèâîé  ïðîâåäåíà â òî÷êå 

M(x;y). Îòñþäà

Èñïîëüçóÿ ðàíåå ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå, èìååì

Òî÷êà (1; 0) îïðåäåëÿåò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x = 1, y = 0.
Èñõîäÿ èç ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèé çíàêîâ ïåðåìåííûõ Y, ó, õ, 

ò. å. îò ðàñïîëîæåíèÿ òðàïåöèè â ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàòíûõ óãëàõ, 
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âîçìîæíû äâà âàðèàíòà ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ. Åñëè òðàïåöèÿ 
ðàñïîëîæåíà â ïåðâîì èëè òðåòüåì êîîðäèíàòíîì óãëó, ïîëó÷èì 
óðàâíåíèå 

åñëè âî âòîðîì èëè ÷åòâåðòîì, òî 

Èç óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê êðèâîé â òî÷êå M(x;y),

ñëåäóåò, ÷òî 

ò. ê. Õ = 0.
Ðåøèì ïåðâîå óðàâíåíèå.

Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â ñëåäóþùåì âèäå

Ýòî ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.
Ðåøàåì óðàâíåíèå ìåòîäîì Áåðíóëëè, ò. å. ïîäñòàíîâêîé y = uv, 

îòêóäà 

èìååì

Ðåøàåì îäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå
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èëè

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ â íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå 
óðàâíåíèå

îòñþäà

Èíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå

Ñëåäîâàòåëüíî,

Ðåøàåì äðóãîå óðàâíåíèå

Ýòî íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå. 
Ïîëàãàÿ, ÷òî ó = uv, îòêóäà
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Îäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå

áûëî ðåøåíî ðàíåå
v = x2.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî ðåøåíèÿ â íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå 
óðàâíåíèå èìååì

Ïðîèíòåãðèðóåì åãî.

Òàêèì îáðàçîì, îáùèìè ðåøåíèÿìè èñõîäíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ, îïðåäåëÿåìûõ 
óðàâíåíèÿìè

èëè óðàâíåíèÿìè

×òîáû íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ, èñïîëüçóåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x = 1, y = 0.

0 = 1 + C,     C = – 1,
îòñþäà
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îòñþäà

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûìè êðèâûìè ÿâëÿþòñÿ ëèíèè, îïðåäå-
ëÿåìûå óðàâíåíèÿìè

èëè
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 1

ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÅ ÇÀÄÀ×È, 
ÏÐÈÂÎÄßÙÈÅ Ê ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÌ 

ÓÐÀÂÍÅÍÈßÌ

1.2. Çàäà÷è íà òåïëîîáìåí
1. Çà êàêîå âðåìÿ òåëî, íàãðåòîå äî 25 °Ñ, â êîìíàòå ñ òåìïå-

ðàòóðîé 10 °Ñ îõëàäèòñÿ äî 15 °Ñ, åñëè äî 20 °Ñ îíî îõëàäèëîñü 
çà 20 ìèí?

2. Çà êàêîå âðåìÿ òåëî, íàãðåòîå äî 25 °Ñ, â êîìíàòå ñ òåìïå-
ðàòóðîé 0 °Ñ îõëàäèòñÿ äî 10 °Ñ, åñëè äî 15 °Ñ îíî îõëàäèëîñü 
çà 20 ìèí?

3. Òåëî, íàãðåòîå äî 30 °Ñ, â êîìíàòå ñ òåìïåðàòóðîé 0 °Ñ 
îõëàäèòñÿ äî 25,5 °Ñ çà 30 ìèí. Êàêîâà áóäåò òåìïåðàòóðà òåëà 
÷åðåç 3 ÷àñà?

4. Çà êàêîå âðåìÿ òåëî, íàãðåòîå äî 100 °Ñ, â êîìíàòå ñ òåì-
ïåðàòóðîé 25 °Ñ îõëàäèòñÿ äî 5 °Ñ, åñëè äî 50 °Ñ îíî îõëàäèëîñü 
íà 20 ìèí?

5. Çà êàêîå âðåìÿ òåëî, íàãðåòîå äî 80 °Ñ, â êîìíàòå ñ òåìïå-
ðàòóðîé 15 °Ñ îõëàäèòñÿ äî 20 °Ñ, åñëè äî 30 °Ñ îíî îõëàäèëîñü 
çà 30 ìèí?

6. Òåëî, íàãðåòîå äî 100 °Ñ, â êîìíàòå ñ òåìïåðàòóðîé 20 °Ñ 
îõëàäèòñÿ äî 25°Ñ çà 20 ìèí. Êàêîâà áóäåò òåìïåðàòóðà òåëà ÷å-
ðåç 10 ìèí?

7. Òåëî, íàãðåòîå äî 80 °Ñ, â êîìíàòå ñ òåìïåðàòóðîé 10 °Ñ 
îõëàäèòñÿ äî 60°Ñ çà 30 ìèí. Êàêîâà áóäåò òåìïåðàòóðà òåëà ÷å-
ðåç 10 ìèí?

8.Òåëî, íàãðåòîå äî 120 °Ñ, â êîìíàòå ñ òåìïåðàòóðîé 15 °Ñ 
îõëàäèòñÿ äî 80 °Ñ çà 40 ìèí. Êàêîâà áóäåò òåìïåðàòóðà òåëà 
÷åðåç 60 ìèí?

9. Òåëî, íàãðåòîå äî 90 °Ñ, â êîìíàòå ñ òåìïåðàòóðîé  25 °Ñ 
îõëàäèòñÿ äî 60 °Ñ çà 20 ìèí. Êàêîâà áóäåò òåìïåðàòóðà òåëà 
÷åðåç 30 ìèí?

10. Â âîäå ñ òåìïåðàòóðîé 20 °Ñ â òå÷åíèå 10 ìèí òåëî îõëàæ-
äàåòñÿ îò 120 °Ñ äî 80 °Ñ. Íàéòè âðåìÿ, çà êîòîðîå òåëî îõëàäèò-
ñÿ äî 30 °Ñ ñ íà÷àëà îïûòà.

11. Êóñîê ìåòàëëà ñ òåìïåðàòóðîé 100 °Ñ ïîìåùåí â ïå÷ü, òåì-
ïåðàòóðà êîòîðîé ðàâíîìåðíî ïîâûøàåòñÿ â òå÷åíèå ÷àñà îò 800 
äî 1000 °Ñ. Íàéòè òåìïåðàòóðó òåëà ÷åðåç ÷àñ, åñëè ê = 0,46.

12. Êóñîê ìåòàëëà ñ òåìïåðàòóðîé 80 °Ñ ïîìåùåí â ïå÷ü, òåì-
ïåðàòóðà êîòîðîé ðàâíîìåðíî ïîâûøàåòñÿ â òå÷åíèå ÷àñà îò 400 
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äî 800 °Ñ. Íàéòè òåìïåðàòóðó òåëà ÷åðåç ÷àñ, åñëè ê = 0,46.
13. Êóñîê ìåòàëëà ñ òåìïåðàòóðîé 90 °Ñ ïîìåùåí â ïå÷ü, òåì-

ïåðàòóðà êîòîðîé ðàâíîìåðíî ïîâûøàåòñÿ â òå÷åíèå ÷àñà îò 200 
äî 600 °Ñ. Íàéòè òåìïåðàòóðó òåëà ÷åðåç ÷àñ, åñëè ê = 0,34.

14. Çà êàêîå âðåìÿ òåëî, íàãðåòîå äî 300 °Ñ, ïîìåùåííîå â 
æèäêîñòü, òåìïåðàòóðà êîòîðîé ðàâíà 60 °Ñ, îõëàäèòñÿ äî 150 °Ñ, 
åñëè çà 10 ìèí òåìïåðàòóðà òåëà ñíèçèëàñü äî 200 °Ñ?

15. Îäíî òåëî èìååò òåìïåðàòóðó 200 °Ñ, à äðóãîå – 100 °Ñ. 
×åðåç 10 ìèí îñòûâàíèÿ ýòèõ òåë â âîçäóõå ñ òåìïåðàòóðîé 0 °Ñ 
ïåðâîå îñòûëî äî 100 °Ñ, âòîðîå – äî 80 °Ñ. ×åðåç êàêîå âðåìÿ 
òåìïåðàòóðû òåë ñðàâíÿþòñÿ?

16. Äâà òåëà èìåþò òåìïåðàòóðó 100 °Ñ. Îíè âûíåñåíû íà 
âîçäóõ ñ òåìïåðàòóðîé 0 °Ñ. ×åðåç êàêîå âðåìÿ ðàçíèöà èõ òåì-
ïåðàòóð áóäåò ðàâíà 25 °Ñ, åñëè çà 10 ìèí òåìïåðàòóðà îäíîãî 
ñíèçèëàñü äî 80 °Ñ, äðóãîãî – äî 64 °Ñ?

17. Îäíî òåëî èìååò òåìïåðàòóðó 100 °Ñ, à äðóãîå – 80 °Ñ. ×å-
ðåç 10 ìèí îñòûâàíèÿ ýòèõ òåë íà âîçäóõå ñ òåìïåðàòóðîé 10 °Ñ 
ïåðâîå îñòûëî äî 80 °Ñ, à âòîðîå – äî 60 °Ñ. ×åðåç êàêîå âðåìÿ 
òåìïåðàòóðû òåë ñðàâíÿþòñÿ?

18. Äâà òåëà èìåþò òåìïåðàòóðó 200 °Ñ. Îíè âûíåñåíû íà âîç-
äóõ ñ òåìïåðàòóðîé 0 °Ñ. ×åðåç êàêîå âðåìÿ ðàçíèöà èõ òåìïåðà-
òóð áóäåò ðàâíà 20 °Ñ, åñëè çà 10 ìèí òåìïåðàòóðà ñíèçèëàñü äî 
100 °Ñ , à äðóãîãî – äî 80 °Ñ?

19. Îäíî òåëî èìååò òåìïåðàòóðó 120 °Ñ, à äðóãîå – 100 °Ñ. 
×åðåç 10 ìèí îñòûâàíèÿ ýòèõ òåë íà âîçäóõå ñ òåìïåðàòóðîé 10 °Ñ 
ïåðâîå îñòûëî äî 80 °Ñ, à âòîðîå – äî 60 °Ñ. ×åðåç êàêîå âðåìÿ 
òåìïåðàòóðû òåë ñðàâíÿþòñÿ?

20. Äâà òåëà èìåþò òåìïåðàòóðó 100 °Ñ. Îíè âûíåñåíû íà 
âîçäóõ ñ òåìïåðàòóðîé 0 °Ñ. ×åðåç êàêîå âðåìåíÿ ðàçíèöà èõ 
òåìïåðàòóð áóäåò ðàâíà 10 °Ñ, åñëè çà 10 ìèí òåìïåðàòóðà îäíî-
ãî ñíèçèëàñü äî 60 °Ñ, äðóãîãî – äî 40 °Ñ? 

1.3. Çàäà÷è íà ñìåñè
1. Ñîñóä îáúåìîì 20 ë íàïîëíåí âîçäóõîì (80 % àçîòà, 20 % 

êèñëîðîäà). Â ñîñóä âòåêàåò 0,1 ë àçîòà â ñåêóíäó, êîòîðûé íå-
ïðåðûâíî ïåðåìåøèâàåòñÿ ñ íàõîäÿùèìñÿ â ñîñóäå âîçäóõîì. 
Èç ñîñóäà âûòåêàåò òàêîå æå êîëè÷åñòâî ñìåñè. ×åðåç êàêîå âðå-
ìÿ â ñîñóäå áóäåò 90 % àçîòà?

2. Â áàêå ñîäåðæèòñÿ 60 ë ðàñòâîðà, ñîäåðæàùåãî 10 êã ñîëè. 
Âîäà âëèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 4 ë/ìèí, à ñìåñü âûëèâàåòñÿ ñî ñêî-
ðîñòüþ 2 ë/ìèí. Ñêîëüêî ñîëè îñòàíåòñÿ â áàêå ÷åðåç 30 ìèí?

3. Â áàêå ñîäåðæèòñÿ 50 ë ðàñòâîðà, ñîäåðæàùåãî 5 êã ñîëè. 
Âîäà âëèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 3 ë/ìèí, à ñìåñü âûëèâàåòñÿ ñî ñêî-
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ðîñòüþ 2 ë/ìèí. Ñêîëüêî ñîëè îñòàíåòñÿ â áàêå ÷åðåç 10 ìèí?
4. Â áàêå ñîäåðæèòñÿ 30 ë ðàñòâîðà, ñîäåðæàùåãî 6 êã ñîëè. 

Âîäà âëèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 5 ë/ìèí, à ñìåñü ñ òîé æå ñêîðîñ-
òüþ ïåðåêà÷èâàåòñÿ â äðóãîé ñîñóä òàêîãî æå îáúåìà, ãäå âíà-
÷àëå íàõîäèòñÿ ÷èñòàÿ âîäà è èçëèøåê èç êîòîðîãî âûëèâàåòñÿ 
ñ òîé æå ñêîðîñòüþ. Ñêîëüêî ñîëè áóäåò ñîäåðæàòüñÿ âî âòîðîì 
áàêå ÷åðåç 15 ìèí?

5. Ñîñóä îáúåìîì 30 ë íàïîëíåí âîçäóõîì (80 % àçîòà, 20 % 
êèñëîðîäà). Â ñîñóä âòåêàåò 0,4 ë àçîòà â ñåêóíäó, êîòîðûé íå-
ïðåðûâíî ïåðåìåøèâàåòñÿ ñ íàõîäÿùèìñÿ â ñîñóäå âîçäóõîì. 
Èç ñîñóäà âûòåêàåò òàêîå æå êîëè÷åñòâî ñìåñè. ×åðåç êàêîå âðå-
ìÿ â ñîñóäå áóäåò 95 % àçîòà?

6. Â áàêå ñîäåðæèòñÿ 100 ë ðàñòâîðà, ñîäåðæàùåãî 20 êã ñîëè. 
Âîäà âëèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 3 ë/ìèí, à ñìåñü âûëèâàåòñÿ ñî 
ñêîðîñòüþ 2 ë/ìèí. Ñêîëüêî ñîëè îñòàíåòñÿ â áàêå ÷åðåç ÷àñ?

7. Â áàêå ñîäåðæèòñÿ 30 ë ðàñòâîðà, ñîäåðæàùåãî 6 êã ñîëè. 
Âîäà âëèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 3 ë/ìèí, à ñìåñü âûëèâàåòñÿ ñî 
ñêîðîñòüþ 2 ë/ìèí. Ñêîëüêî ñîëè îñòàíåòñÿ â áàêå ÷åðåç ÷àñ?

8. Â áàêå ñîäåðæèòñÿ 30 ë ðàñòâîðà, ñîäåðæàùåãî 6 êã ñîëè. 
Âîäà âëèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 2 ë/ìèí, à ñìåñü ñ òîé æå ñêîðîñ-
òüþ ïåðåêà÷èâàåòñÿ â äðóãîé ñîñóä òàêîãî æå îáúåìà, ãäå âíà-
÷àëå íàõîäèòñÿ ÷èñòàÿ âîäà è èçëèøåê èç êîòîðîãî âûëèâàåòñÿ 
ñ òîé æå ñêîðîñòüþ. Ñêîëüêî ñîëè áóäåò ñîäåðæàòüñÿ âî âòîðîì 
áàêå ÷åðåç 20 ìèí?

9. Ñîñóä îáúåìîì 60 ë íàïîëíåí âîçäóõîì (80 % àçîòà, 20 % 
êèñëîðîäà). Â ñîñóä âòåêàåò 0,3 ë àçîòà â ñåêóíäó, êîòîðûé íå-
ïðåðûâíî ïåðåìåøèâàåòñÿ ñ íàõîäÿùèìñÿ â ñîñóäå âîçäóõîì. 
Èç ñîñóäà âûòåêàåò òàêîå æå êîëè÷åñòâî ñìåñè. ×åðåç êàêîå âðå-
ìÿ â ñîñóäå áóäåò 92 % àçîòà?

10. Â áàêå ñîäåðæèòñÿ 70 ë ðàñòâîðà, ñîäåðæàùåãî 8 êã ñîëè. 
Âîäà âëèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 3 ë/ìèí, à ñìåñü âûëèâàåòñÿ ñî ñêî-
ðîñòüþ 2 ë/ìèí. Ñêîëüêî ñîëè îñòàíåòñÿ â áàêå ÷åðåç 20 ìèí?

11. Â áàêå ñîäåðæèòñÿ 80 ë ðàñòâîðà, ñîäåðæàùåãî 8 êã ñîëè. 
Âîäà âëèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 5 ë/ìèí, à ñìåñü âûëèâàåòñÿ ñî 
ñêîðîñòüþ 2 ë/ìèí. Ñêîëüêî ñîëè îñòàíåòñÿ ÷åðåç 10 ìèí?

12. Â áàêå ñîäåðæèòñÿ 50 ë ðàñòâîðà, ñîäåðæàùåãî 10 êã ñîëè. 
Âîäà âëèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 3 ë/ìèí, à ñìåñü ñ òîé æå ñêîðîñ-
òüþ ïåðåêà÷èâàåòñÿ â äðóãîé ñîñóä òàêîãî æå îáúåìà, ãäå âíà-
÷àëå íàõîäèòñÿ ÷èñòàÿ âîäà è èçëèøåê èç êîòîðîãî âûëèâàåòñÿ 
ñ òîé æå ñêîðîñòüþ. Ñêîëüêî ñîëè áóäåò ñîäåðæàòüñÿ âî âòîðîì 
áàêå ÷åðåç 10 ìèí?

13. Ñîñóä îáúåìîì 90 ë íàïîëíåí âîçäóõîì (80 % àçîòà, 20 % 
êèñëîðîäà). Â ñîñóä âòåêàåò 0,4 ë àçîòà â ñåêóíäó, êîòîðûé íåïðå-
ðûâíî ïåðåìåøèâàåòñÿ ñ íàõîäÿùèìñÿ â ñîñóäå âîçäóõîì. Èç 
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ñîñóäà âûòåêàåò òàêîå æå êîëè÷åñòâî ñìåñè. ×åðåç êàêîå âðåìÿ 
â ñîñóäå áóäåò 85 % àçîòà?

14. Â áàêå ñîäåðæèòñÿ 120 ë ðàñòâîðà, ñîäåðæàùåãî 30 êã 
ñîëè. Âîäà âëèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 4 ë/ìèí, à ñìåñü âûëèâàåòñÿ 
ñî ñêîðîñòüþ 2 ë/ìèí. Ñêîëüêî ñîëè îñòàíåòñÿ â áàêå ÷åðåç ÷àñ? 

15. Â áàêå ñîäåðæèòñÿ 110 ë ðàñòâîðà, ñîäåðæàùåãî 10 êã ñîëè. 
Âîäà âëèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 4 ë/ìèí, à ñìåñü âûëèâàåòñÿ ñî ñêî-
ðîñòüþ 3 ë/ìèí. Ñêîëüêî ñîëè îñòàíåòñÿ â áàêå ÷åðåç 40 ìèí?

16. Â áàêå ñîäåðæèòñÿ 120 ë ðàñòâîðà, ñîäåðæàùåãî 8 êã ñîëè. 
Âîäà âëèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 6 ë/ìèí, à ñìåñü ñ òîé æå ñêîðîñ-
òüþ ïåðåêà÷èâàåòñÿ â äðóãîé ñîñóä òàêîãî æå îáúåìà, ãäå âíà-
÷àëå íàõîäèòñÿ ÷èñòàÿ âîäà è èçëèøåê èç êîòîðîãî âûëèâàåòñÿ 
ñ òîé æå ñêîðîñòüþ. Ñêîëüêî ñîëè áóäåò ñîäåðæàòüñÿ âî âòîðîì 
áàêå ÷åðåç 20 ìèí?

17. Â âîçäóõå ñîäåðæèòñÿ 0,15 % óãëåêèñëîãî ãàçà. Âåíòèëÿòîð 
ïîäàåò â ìèíóòó 20 êóá. ì âîçäóõà, ñîäåðæàùåãî 0,04 % óãëå-
êèñëîãî ãàçà. ×åðåç êàêîå âðåìÿ êîëè÷åñòâî óãëåêèñëîãî ãàçà 
óìåíüøèòñÿ âòðîå, åñëè îáúåì êîìíàòû 200 êóá. ì?

18. Â âîçäóõå ñîäåðæèòñÿ 0,16 % óãëåêèñëîãî ãàçà. Âåíòèëÿòîð 
ïîäàåò â ìèíóòó 30 êóá. ì âîçäóõà, ñîäåðæàùåãî 0,03 % óãëå-
êèñëîãî ãàçà. ×åðåç êàêîå âðåìÿ êîëè÷åñòâî óãëåêèñëîãî ãàçà 
óìåíüøèòñÿ âòðîå, åñëè îáúåì êîìíàòû 300 êóá. ì?

19. Ïîñëå ñîáðàíèÿ âîçäóõ â çàëå âìåñòèìîñòüþ 10 800 êóá. ì 
ñîäåðæèò 0,2 % óãëåêèñëîãî ãàçà. Ñêîëüêî êóá. ì âîçäóõà, ñîäåð-
æàùåãî 0,04 % óãëåêèñëîãî ãàçà, íàäî åæåìèíóòíî ïîñòàâëÿòü 
â çàë, ÷òîáû ÷åðåç 10 ìèí ñîäåðæàíèå óãëåêèñëîãî ãàçà â íåì 
áûëî 0,08 %?

20. Ïîñëå ñîáðàíèÿ âîçäóõ â çàëå âìåñòèìîñòüþ 10 800 êóá. 
ì ñîäåðæèò 0,16 % óãëåêèñëîãî ãàçà. Ñêîëüêî êóá. ì âîçäóõà, ñî-
äåðæàùåãî 0,04 % óãëåêèñëîãî ãàçà, íàäî åæåìèíóòíî ïîñòàâ-
ëÿòü â çàë, ÷òîáû ÷åðåç 20 ìèí ñîäåðæàíèå óãëåêèñëîãî ãàçà â 
íåì áûëî 0,06 %?

1.4. Çàäà÷è íà ðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä
1. Êàêîå êîëè÷åñòâî ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà îñòàíåòñÿ ÷å-

ðåç 200 ëåò, åñëè ïåðèîä ïîëóðàñïàäà ðàâåí 600 ãîäàì?
2. Íàéòè ïåðèîä ïîëóðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà, åñëè 

çà 3 ÷àñà ðàñïàäàåòñÿ 0,2 ÷àñòè âåùåñòâà.
3. Ïåðèîä ïîëóðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà ðàâåí 1 ÷à-

ñó. ×åðåç ñêîëüêî âðåìåíè åãî êîëè÷åñòâî óìåíüøèòñÿ â 10 ðàç?
4. Ïåðèîä ïîëóðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà ðàâåí 

10 ãîäàì. ×åðåç êàêîå âðåìÿ îñòàíåòñÿ 20 ã îò ïåðâîíà÷àëüíîãî 
êîëè÷åñòâà 120 ã?
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5. Ê íà÷àëó ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà èìåëè 1 ã âåùåñòâà. ×å-
ðåç êàêîå âðåìÿ îñòàíåòñÿ 0,25 ã, åñëè ïåðèîä ïîëóðàñïàäà ðà-
âåí 3 ìèí?

6. Ñêîëüêî ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà îñòàíåòñÿ ÷åðåç 10 ëåò 
îò 120 ã âåùåñòâà ñ ïåðèîäîì ïîëóðàñïàäà 12 ëåò?

7. Ïåðèîä ïîëóðàñïà
äà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà ðàâåí 1 ÷àñó. Çà êàêîå âðåìÿ 

åãî êîëè÷åñòâî óìåíüøèòñÿ â 10 ðàç?
8. Êàêàÿ ÷àñòü ïåðâîíà÷àëüíîãî êîëè÷åñòâà ðàäèîàêòèâíîãî 

âåùåñòâà îñòàíåòñÿ ÷åðåç 150 ëåò, åñëè ïåðèîä ïîëóðàñïàäà ðà-
âåí 888 ãîäàì?

9. Êàêàÿ ÷àñòü ïåðâîíà÷àëüíîãî êîëè÷åñòâà ðàäèîàêòèâíîãî 
âåùåñòâà îñòàíåòñÿ ÷åðåç 1000 ëåò, åñëè ïåðèîä ïîëóðàñïàäà 
ðàâåí 1550 ãîäàì?

10. Íàéòè ïåðèîä ïîëóðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà, 
åñëè ÷åðåç äâà ãîäà îñòàíåòñÿ 40 % ïåðâîíà÷àëüíîãî êîëè÷å-
ñòâà âåùåñòâà.

11. Êàêîå êîëè÷åñòâî ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà îñòàíåòñÿ ÷å-
ðåç 200 ëåò, åñëè ïåðèîä ïîëóðàñïàäà ðàâåí 600 ãîäàì? 

12. Íàéòè ïåðèîä ïîëóðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà, 
åñëè çà 5 ÷àñîâ ðàñïàäàåòñÿ 0,27 ÷àñòè âåùåñòâà.

13. Ïåðèîä ïîëóðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà ðàâåí 
1 ÷àñó. Çà êàêîå âðåìÿ åãî êîëè÷åñòâî óìåíüøèòñÿ â 20 ðàç?

14. Ïåðèîä ïîëóðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà ðàâåí 30 
ãîäàì. ×åðåç êàêîå âðåìÿ îñòàíåòñÿ 12 ã îò ïåðâîíà÷àëüíîãî êî-
ëè÷åñòâà 100 ã?

15. Ê íà÷àëó ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà èìåëè 5 ã âåùåñòâà. 
×åðåç êàêîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè îñòàíåòñÿ 0,25 ã, åñëè ïåðèîä 
ïîëóðàñïàäà ðàâåí 5 ìèí?

16. Ñêîëüêî ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà îñòàíåòñÿ ÷åðåç 30 ëåò 
îò 150 ã âåùåñòâà ñ ïåðèîäîì ïîëóðàñïàäà 15 ëåò?

17. Ïåðèîä ïîëóðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà ðàâåí 1 ãî-
äó. ×åðåç êàêîå âðåìÿ åãî êîëè÷åñòâî óìåíüøèòñÿ â 50 ðàç?

18. Êàêàÿ ÷àñòü ïåðâîíà÷àëüíîãî êîëè÷åñòâà ðàäèîàêòèâíîãî 
âåùåñòâà îñòàíåòñÿ ÷åðåç 100 ëåò, åñëè ïåðèîä ïîëóðàñïàäà ðà-
âåí 800 ãîäàì?

19. Êàêàÿ ÷àñòü ïåðâîíà÷àëüíîãî êîëè÷åñòâà ðàäèîàêòèâíîãî 
âåùåñòâà îñòàíåòñÿ ÷åðåç 500 ëåò, åñëè ïåðèîä ïîëóðàñïàäà ðà-
âåí 1500 ãîäàì?

20. Íàéòè ïåðèîä ïîëóðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà, 
åñëè ÷åðåç òðè ãîäà îñòàíåòñÿ 25 % ïåðâîíà÷àëüíîãî êîëè÷åñòâà 
âåùåñòâà.
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1.5. Çàäà÷è íà èñòå÷åíèå æèäêîñòè
1. Çà êàêîå âðåìÿ âîäà, çàïîëíÿþùàÿ öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä 

âûñîòîé 2 ì è ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ 1 ì, âûòå÷åò èç íåãî ÷åðåç 
êðóãëîå îòâåðñòèå â äíå ðàäèóñîì 0,1 ì?

2. Çà êàêîå âðåìÿ âîäà, çàïîëíÿþùàÿ ïîëóñôåðè÷åñêóþ 
÷àøó äèàìåòðîì 2 ì, âûòå÷åò èç íåå ÷åðåç êðóãëîå îòâåðñòèå â 
äíå ðàäèóñîì 0,02 ì? 

3. Öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ñ ãîðèçîíòàëüíîé îñüþ èìååò äëèíó 
6 ì è äèàìåòð 4 ì. Çà êàêîå âðåìÿ âîäà, çàïîëíÿþùàÿ ñîñóä, âû-
òå÷åò èç íåãî ÷åðåç êðóãëîå îòâåðñòèå â äíå ðàäèóñîì 1/12 ì?

4. Â äíå öèëèíäðè÷åñêîãî ñîñóäà, ïëîùàäü îñíîâàíèÿ êîòî-
ðîãî 100 êâ. ñì, à âûñîòà 30 ñì, èìååòñÿ îòâåðñòèå. Âû÷èñëèòü 
ïëîùàäü ýòîãî îòâåðñòèÿ, åñëè âîäà, çàïîëíÿþùàÿ ýòîò ñîñóä, 
âûòåêàåò èç íåãî çà 2 ìèí.

5. Çà êàêîå âðåìÿ âûòå÷åò âîäà èç öèëèíäðè÷åñêîãî ñîñóäà ñ 
äèàìåòðîì îñíîâàíèÿ 1,8 ì è âûñîòîé 2,45 ì ÷åðåç îòâåðñòèå â 
äíå ñîñóäà äèàìåòðîì 6 ñì?

6. Â äíå ñîñóäà, èìåþùåãî ôîðìó ïîëóøàðà, îáðàçîâàëàñü 
ïðîáîèíà ïëîùàäüþ 0,2 êâ. ñì. Çà êàêîå âðåìÿ âîäà, çàïîëíÿþ-
ùàÿ ñîñóä, âûòå÷åò èç íåãî, åñëè ðàäèóñ ïîëóøàðà ðàâåí 43 ñì?

7. Êîíè÷åñêàÿ âîðîíêà âûñîòîé 20 ñì çàïîëíåíà âîäîé. Ðà-
äèóñ âåðõíåãî îñíîâàíèÿ ðàâåí 12 ñì. Âíèçó èìååòñÿ îòâåðñòèå 
ðàäèóñîì 0,3 ñì. Çà êàêîå âðåìÿ óðîâåíü âîäû â âîðîíêå ïîíè-
çèòñÿ íà 5 ñì?

8. Âîðîíêà èìååò ôîðìó êîíóñà ðàäèóñîì 6 ñì è âûñîòîé 10 
ñì. Çà êàêîå âðåìÿ âûòå÷åò âñÿ âîäà ÷åðåç êðóãëîå îòâåðñòèå 
âíèçó âîðîíêè äèàìåòðîì 1 ñì?

9. Çà êàêîå âðåìÿ âûòå÷åò âñÿ âîäà èç öèëèíäðè÷åñêîãî áàêà, 
äèàìåòð îñíîâàíèÿ êîòîðîãî ðàâåí 2 ì è âûñîòà 3 ì, ÷åðåç êðó-
ãëîå îòâåðñòèå â äíå äèàìåòðîì 6 ñì?

10. Çà êàêîå âðåìÿ âîäà, çàïîëíÿþùàÿ ïîëóñôåðè÷åñêóþ 
÷àøó äèàìåòðîì 4 ì, âûòå÷åò èç íåå ÷åðåç êðóãëîå îòâåðñòèå â 
äíå ðàäèóñîì 0,04 ì? 

11. Çà êàêîå âðåìÿ âîäà, çàïîëíÿþùàÿ öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä 
âûñîòîé 3 ì è ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ 0,5 ì, âûòå÷åò èç íåãî ÷åðåç 
êðóãëîå îòâåðñòèå â äíå ðàäèóñîì 0,04 ì?

12. Çà êàêîå âðåìÿ âîäà, çàïîëíÿþùàÿ ïîëóñôåðè÷åñêóþ 
÷àøó äèàìåòðîì 5 ì, âûòå÷åò èç íåå ÷åðåç êðóãëîå îòâåðñòèå â 
äíå ðàäèóñîì 0,05 ì?

13. Öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ñ ãîðèçîíòàëüíîé îñüþ èìååò äëè-
íó 8 ì è äèàìåòð 2 ì. Çà êàêîå âðåìÿ âîäà, çàïîëíÿþùàÿ ñîñóä, 
âûòå÷åò èç íåãî ÷åðåç êðóãëîå îòâåðñòèå â äíå ðàäèóñîì 0,1 ì?

14. Â äíå öèëèíäðè÷åñêîãî ñîñóäà, ïëîùàäü îñíîâàíèÿ êîòî-
ðîãî 50 êâ. ñì, à âûñîòà 20 ñì, èìååòñÿ îòâåðñòèå. Âû÷èñëèòü 
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ïëîùàäü ýòîãî îòâåðñòèÿ, åñëè âîäà, çàïîëíÿþùàÿ ýòîò ñîñóä, 
âûòåêàåò èç íåãî çà 3 ìèí.

15. Çà êàêîå âðåìÿ âûòå÷åò âîäà èç öèëèíäðè÷åñêîãî ñîñóäà 
ñ äèàìåòðîì îñíîâàíèÿ 4 ì è âûñîòîé 2 ì ÷åðåç îòâåðñòèå â äíå 
ñîñóäà äèàìåòðîì 5 ñì?

16. Â äíå ñîñóäà, èìåþùåãî ôîðìó ïîëóøàðà, îáðàçîâàëàñü 
ïðîáîèíà ïëîùàäüþ 0,3 êâ. ñì. Çà êàêîå âðåìÿ âîäà, çàïîë-
íÿþùàÿ ñîñóä, âûòå÷åò èç íåãî, åñëè ðàäèóñ ïîëóøàðà ðàâåí 
40 ñì?

17. Êîíè÷åñêàÿ âîðîíêà âûñîòîé 30 ñì çàïîëíåíà âîäîé. Ðà-
äèóñ âåðõíåãî îñíîâàíèÿ ðàâåí 15 ñì. Âíèçó èìååòñÿ îòâåðñòèå 
ðàäèóñîì 0,2 ñì. Çà êàêîå âðåìÿ óðîâåíü âîäû â âîðîíêå ïîíè-
çèòñÿ íà 10 ñì?

18. Âîðîíêà èìååò ôîðìó êîíóñà ðàäèóñîì 4 ñì è âûñîòîé 
15 ñì. Çà êàêîå âðåìÿ âûòå÷åò âñÿ âîäà ÷åðåç êðóãëîå îòâåðñòèå 
âíèçó âîðîíêè äèàìåòðîì 2 ñì?

19. Çà êàêîå âðåìÿ âûòå÷åò âñÿ âîäà èç öèëèíäðè÷åñêîãî 
áàêà, äèàìåòð îñíîâàíèÿ êîòîðîãî ðàâåí 3 ì è âûñîòà 5 ì, ÷åðåç 
êðóãëîå îòâåðñòèå â äíå äèàìåòðîì 8 ñì?

20. Çà êàêîå âðåìÿ âîäà, çàïîëíÿþùàÿ ïîëóñôåðè÷åñêóþ 
÷àøó äèàìåòðîì 6 ì, âûòå÷åò èç íåå ÷åðåç êðóãëîå îòâåðñòèå â 
äíå ðàäèóñîì 0,02 ì?

1.6. Çàäà÷è íà äâèæåíèå
1. Ìîòîðíàÿ ëîäêà äâèæåòñÿ â ñïîêîéíîé âîäå ñî ñêîðîñòüþ 

5 ì/ñ. Íà ïîëíîì õîäó åå ìîòîð âûêëþ÷àåòñÿ, è ÷åðåç 40 ñ ïî-
ñëå ýòîãî ñêîðîñòü ëîäêè óìåíüøàåòñÿ äî 2 ì/ñ. Îïðåäåëèòü ñêî-
ðîñòü ëîäêè ÷åðåç äâå ìèíóòû ïîñëå îñòàíîâêè ìîòîðà, ñ÷èòàÿ, 
÷òî ñîïðîòèâëåíèå âîäû ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñòè ëîäêè.

2. Ëîäêà çàìåäëÿåò ñâîå äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî-
ïðîòèâëåíèÿ âîäû, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè ëîäêè. 
Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ëîäêè ðàâíà 1,5 ì/ñ, ÷åðåç 4 ñ îíà óìåíü-
øàåòñÿ äî 1 ì/ñ. Â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè ñêîðîñòü ëîäêè ñòàíåò 
ðàâíîé 1 ñì/ñ?

3. Êîðàáëü çàìåäëÿåò ñâîå äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî-
ïðîòèâëåíèÿ âîäû, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè êîðàáëÿ. 
Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ðàâíà 10 ì/ñ, çà 5 ñ îíà óìåíüøà-
åòñÿ äî 8 ì/ñ. ×åðåç êàêîå âðåìÿ ñêîðîñòü óìåíüøèòñÿ äî 1 ì/ñ?

4. Ïîåçä, âåñ êîòîðîãî âìåñòå â ïàðîâîçîì ðàâåí Ð, äâèæåòñÿ 
ïðÿìîëèíåéíî. Ñèëà òÿãè ïîñòîÿííà è ðàâíà F. Ñèëà ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ äâèæåíèþ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Îïðåäå-
ëèòü çàêîí äâèæåíèÿ, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñêîðîñòü è ïóòü 
ðàâíû 0.
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5. Êîëè÷åñòâî ñâåòà, ïîãëîùàåìîå ñëîåì âîäû ìàëîé òîëùè-
íû, ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó ïàäàþùåãî ñâåòà è òîëùèíå 
âîäû. Ñëîé âîäû òîëùèíîé 35 ñì ïîãëîùàåò ïîëîâèíó ïàäàþùå-
ãî íà íåãî ñâåòà. Êàêóþ ÷àñòü ïîãëîùàåò ñëîé òîëùèíîé 2 ì?

6. Ìîòîðíàÿ ëîäêà äâèæåòñÿ â ñïîêîéíîé âîäå ñî ñêîðîñòüþ 
10 ì/ñ. Íà ïîëíîì õîäó åå ìîòîð âûêëþ÷àåòñÿ è ÷åðåç 20 ñ ïî-
ñëå ýòîãî ñêîðîñòü ëîäêè óìåíüøàåòñÿ äî 6 ì/ñ. Îïðåäåëèòü ñêî-
ðîñòü ëîäêè ÷åðåç äâå ìèíóòû ïîñëå îñòàíîâêè ìîòîðà, ñ÷èòàÿ, 
÷òî ñîïðîòèâëåíèå âîäû ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñòè ëîäêè.

7. Ïóëÿ âõîäèò â äîñêó òîëùèíîé 0,1 ì ñî ñêîðîñòüþ 200 ì/ñ, 
à âûëåòàåò, ïðîáèâ åå, ñî ñêîðîñòüþ 80 ì/ñ. Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ 
ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Ñêîëüêî âðåìå-
íè ïðîäîëæàëîñü äâèæåíèå ÷åðåç äîñêó?

8. Ïîåçä äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîëèíåéíîìó ó÷àñòêó ñî ñêîðîñòüþ 
72 êì/÷. Çà êàêîå âðåìÿ è íà êàêîì ðàññòîÿíèè îí áóäåò îñòà-
íîâëåí òîðìîçîì, åñëè ñîïðîòèâëåíèå äâèæåíèþ ïîñëå íà÷àëà 
òîðìîæåíèÿ ðàâíî 0,2 åãî âåñà.

9. Ïóëÿ âõîäèò â äîñêó òîëùèíîé 10 ñì ñî ñêîðîñòüþ 200 ì/ñ, 
à âûëåòàåò, ïðîáèâ åå, ñî ñêîðîñòüþ 50 ì/ñ. Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ 
ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Ñêîëüêî âðåìå-
íè ïðîäîëæàëîñü äâèæåíèå ÷åðåç äîñêó?

10. Ìîòîðíàÿ ëîäêà äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 18 êì/÷. ×åðåç 
5 ìèí ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ ìîòîðà åå ñêîðîñòü óìåíüøèëàñü äî 
6 ì/ñ. Íàéòè ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå ëîäêîé, çà 15 ìèí ïîñëå 
îñòàíîâêè ìîòîðà, ñîïðîòèâëåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñòè 
äâèæåíèÿ.

11. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé ñî ñêîðîñòüþ, 
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé ïðîéäåííîìó ïóòè. Â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò äâèæåíèÿ òî÷êà íàõîäèëàñü íà ðàññòîÿíèè 5 ì îò íà÷àëà 
ïóòè è èìåëà ñêîðîñòü 20 ì/ñ. Îïðåäåëèòü ïðîéäåííûé ïóòü è 
ñêîðîñòü ëîäêè ÷åðåç 10 ñ ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ.

12. Ëîäêà çàìåäëÿåò ñâîå äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî-
ïðîòèâëåíèÿ âîäû, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè ëîäêè. 
Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ëîäêè ðàâíà 2 ì/ñ, ÷åðåç 4 ñ îíà óìåíüøà-
åòñÿ äî 1 ì/ñ. Â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè ñêîðîñòü ëîäêè ñòàíåò 
ðàâíîé 1 ñì/ñ?

13. Ïóëÿ âõîäèò â ñòåíó òîëùèíîé 20 ñì ñî ñêîðîñòüþ 400 ì/ñ, à 
âûëåòàåò, ïðîáèâ åå, ñî ñêîðîñòüþ 100 ì/ñ. Ñîïðîòèâëåíèå ïðî-
ïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Íàéòè âðåìÿ äâè-
æåíèÿ ÷åðåç ñòåíó.

14. Ïóëÿ âõîäèò â ñòåíó òîëùèíîé 20 ñì ñî ñêîðîñòüþ 600 ì/ñ, à 
âûëåòàåò, ïðîáèâ åå, ñî ñêîðîñòüþ 200 ì/ñ. Ñîïðîòèâëåíèå ïðî-
ïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Íàéòè âðåìÿ äâè-
æåíèÿ ÷åðåç ñòåíó.
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15. Ìîòîðíàÿ ëîäêà äâèæåòñÿ â ñïîêîéíîé âîäå ñî ñêîðîñòüþ 
6 ì/ñ. Íà ïîëíîì õîäó åå ìîòîð âûêëþ÷àåòñÿ, è ÷åðåç 20 ñ ïî-
ñëå ýòîãî ñêîðîñòü ëîäêè óìåíüøàåòñÿ äî 3 ì/ñ. Îïðåäåëèòü ñêî-
ðîñòü ëîäêè ÷åðåç äâå ìèíóòû ïîñëå îñòàíîâêè ìîòîðà, ñ÷èòàÿ, 
÷òî ñîïðîòèâëåíèå âîäû ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñòè ëîäêè.

16. Ëîäêà çàìåäëÿåò ñâîå äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî-
ïðîòèâëåíèÿ âîäû, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè ëîäêè. 
Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ëîäêè ðàâíà 4 ì/ñ, ÷åðåç 6 ñ îíà óìåíüøà-
åòñÿ äî 2 ì/ñ. Â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè ñêîðîñòü ëîäêè ñòàíåò 
ðàâíîé 1 ñì/ñ?

17. Êîðàáëü çàìåäëÿåò ñâîå äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì ñèëû 
ñîïðîòèâëåíèÿ âîäû, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè êî-
ðàáëÿ. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ðàâíà 12 ì/ñ, çà 6 ñ îíà 
óìåíüøàåòñÿ äî 6 ì/ñ. ×åðåç êàêîå âðåìÿ ñêîðîñòü óìåíüøèòñÿ 
äî 2 ì/ñ?

18. Êîëè÷åñòâî ñâåòà, ïîãëîùàåìîå ñëîåì âîäû ìàëîé òîëùè-
íû, ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó ïàäàþùåãî ñâåòà è òîëùèíå 
âîäû. Ñëîé âîäû òîëùèíîé 1 ì ïîãëîùàåò ÷åòâåðòü ïàäàþùåãî 
íà íåãî ñâåòà. Êàêàÿ ÷àñòü ïîòîêà äîéäåò äî ãëóáèíû 4 ì?

19. Ïóëÿ âõîäèò â ñòåíó òîëùèíîé 10 ñì ñî ñêîðîñòüþ 300 ì/ñ, à 
âûëåòàåò, ïðîáèâ åå, ñî ñêîðîñòüþ 150 ì/ñ. Ñîïðîòèâëåíèå ïðîïîð-
öèîíàëüíî êâàäðàòó ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Íàéòè âðåìÿ äâèæåíèÿ 
÷åðåç ñòåíó.

20. Äèñê, íà÷àâøèéñÿ âðàùàòüñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ 5 îá/ìèí, 
÷åðåç 2 ìèí âðàùàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 3 îá/ìèí. ×åðåç êàêîå âðåìÿ 
ïîñëå íà÷àëà âðàùåíèÿ ñêîðîñòü áóäåò ðàâíà 1 îá/ìèí, åñëè ñèëà 
òðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè âðàùåíèÿ?
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 2

ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÇÀÄÀ×È,
ÏÐÈÂÎÄßÙÈÅ Ê ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÌ 

ÓÐÀÂÍÅÍÈßÌ

1. Íàéòè ëèíèþ, ó êîòîðîé äëèíà ïîäíîðìàëè åñòü ïîñòîÿííàÿ 
âåëè÷èíà, ðàâíàÿ 2.

2. Íàéòè âñå ëèíèè, ó êîòîðûõ ïîäêàñàòåëüíàÿ ïðîïîðöèî-
íàëüíà àáñöèññå òî÷êè êàñàíèÿ.

3. Íàéòè ëèíèþ, èìåþùóþ ïîñòîÿííóþ ïîäêàñàòåëüíóþ, ðàâ-
íóþ 2.

4. Íàéòè êðèâûå, äëÿ êîòîðûõ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îáðà-
çîâàííîãî êàñàòåëüíîé ê êðèâîé, ïåðïåíäèêóëÿðîì, îïóùåííûì 
èç òî÷êè êàñàíèÿ íà îñü àáñöèññ, è îñüþ àáñöèññ, åñòü âåëè÷èíà 
ïîñòîÿííàÿ, ðàâíàÿ 2.

5. Íàéòè ëèíèþ, ó êîòîðîé òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ñ 
îñüþ àáñöèññ èìååò êîîðäèíàòó, âäâîå ìåíüøóþ àáñöèññû òî÷-
êè êàñàíèÿ.

6. Íàéòè êðèâóþ, ó êîòîðîé äëèíà îòðåçêà êàñàòåëüíîé îò òî÷-
êè êàñàíèÿ äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Îõ èìååò ïîñòîÿííóþ 
äëèíó, ðàâíóþ 2.

7. Íàéòè êðèâóþ, ó êîòîðîé îòðåçîê, îòñåêàåìûé êàñàòåëüíîé 
íà îñè Îó, ðàâåí êâàäðàòó îðäèíàòû òî÷êè êàñàíèÿ.

8. Íàéòè êðèâóþ, äëÿ êîòîðîé äëèíà îòðåçêà, îòñåêàåìîãî íà 
îñè Îó, ðàâíà óäâîåííîé îðäèíàòå ýòîé òî÷êè.

9. Äîêàçàòü, ÷òî êðèâàÿ, óãëîâîé êîýôôèöèåíò êîòîðîé ïðî-
ïîðöèîíàëåí àáñöèññå òî÷êè êàñàíèÿ, åñòü ïàðàáîëà. 

10. Íàéòè êðèâóþ, äëÿ êîòîðîé ðàäèóñ-âåêòîð â òî÷êå êàñàíèÿ 
ðàâåí äëèíå îòðåçêà ìåæäó òî÷êîé êàñàíèÿ è îñüþ àáñöèññ.

11. Íàéòè ëèíèþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (2; 0), åñëè îòðåçîê 
êàñàòåëüíîé ìåæäó òî÷êîé êàñàíèÿ è îñüþ îðäèíàò èìååò ïîñòî-
ÿííóþ äëèíó, ðàâíóþ 2.

12. Íàéòè ëèíèþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (2; 4), åñëè äëèíà 
îòðåçêà, îòñåêàåìîãî êàñàòåëüíîé â ëþáîé òî÷êå ëèíèè íà îñè 
àáñöèññ, ðàâíà óäâîåííîé àáñöèññå òî÷êè êàñàíèÿ.

13. Íàéòè ëèíèþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (1; 2), åñëè äëèíà 
îòðåçêà, îòñåêàåìîãî êàñàòåëüíîé â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ëèíèè 
íà îñè àáñöèññ, ðàâíà ⅔ àáñöèññû òî÷êè êàñàíèÿ.

14. Íàéòè êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (0; 2), åñëè óãëî-
âîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ðàâíÿåòñÿ óòðîåííîé îðäèíàòå 
ýòîé òî÷êè.
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15. Íàéòè ëèíèþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (2; 5), åñëè óãëîâîé 
êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé â 8 ðàç áîëüøå óãëîâîãî êîýôôèöè-
åíòà ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òó æå òî÷êó ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. 

16. Íàéòè ëèíèþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (1; 0), åñëè äëèíà 
ïîäíîðìàëè íà 2 åäèíèöû áîëüøå àáñöèññû òî÷êè êàñàíèÿ.

17. Íàéòè ëèíèþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (2; 3), åñëè îòðåçîê 
êàñàòåëüíîé, çàêëþ÷åííûé ìåæäó êîîðäèíàòíûìè îñÿìè, äåëèò-
ñÿ â òî÷êå êàñàíèÿ ïîïîëàì.

18. Íàéòè êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (4; 5), åñëè îòðå-
çîê íîðìàëè, çàêëþ÷åííûé ìåæäó îñÿìè êîîðäèíàò, äåëèòñÿ â 
òî÷êå êàñàíèÿ ïîïîëàì. 

19. Íàéòè êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (4; 1), äëÿ êîòîðîé 
ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî êàñàòåëüíîé, îðäèíàòîé 
òî÷êè êàñàíèÿ è îñüþ àáñöèññ, ðàâíà 1.

20. Íàéòè êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (2; 16), äëÿ êîòî-
ðîé óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé â ëþáîé åå òî÷êå ðàâåí 
êâàäðàòó îðäèíàòû òî÷êè êàñàíèÿ.

21. Íàéòè êðèâóþ, äëÿ êîòîðîé òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëü-
íîé ñ îñüþ àáñöèññ îäèíàêîâî óäàëåíà îò òî÷êè êàñàíèÿ è íà-
÷àëà êîîðäèíàò.

22. Íàéòè êðèâóþ, ó êîòîðîé ðàññòîÿíèå îò êàñàòåëüíîé äî íà-
÷àëà êîîðäèíàò ðàâíî àáñöèññå òî÷êè êàñàíèÿ.

23. Íàéòè ëèíèþ, äëÿ êîòîðîé ïëîùàäü òðàïåöèè, îáðàçî-
âàííîé îñÿìè êîîðäèíàò, îðäèíàòîé ïðîèçâîëüíîé òî÷êè è êàñà-
òåëüíîé â ýòîé òî÷êå, ðàâíà ïîëîâèíå êâàäðàòà àáñöèññû òî÷êè 
êàñàíèÿ.

24. Íàéòè ëèíèþ, ó êîòîðîé ïîäíîðìàëü â ëþáîé òî÷êå òàê îò-
íîñèòñÿ ê ñóììå àáñöèññû è îðäèíàòû òî÷êè êàñàíèÿ, êàê îðäè-
íàòà ýòîé òî÷êè ê åå àáñöèññå.

25. Íàéòè ëèíèè, ó êîòîðîé êâàäðàò äëèíû îòðåçêà, îòñåêàå-
ìîãî ëþáîé êàñàòåëüíîé íà îñè îðäèíàò, ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ 
êîîðäèíàò òî÷êè êàñàíèÿ.

26. Íàéòè ëèíèþ, ó êîòîðîé ëþáàÿ êàñàòåëüíàÿ ïåðåñåêàåòñÿ 
ñ îñüþ îðäèíàò â òî÷êå, îäèíàêîâî óäàëåííîé îò òî÷êè êàñàíèÿ è 
îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

27. Íàéòè ëèíèþ, ó êîòîðîé ïîäêàñàòåëüíàÿ ðàâíà ñðåäíåìó 
àðèôìåòè÷åñêîìó êîîðäèíàò òî÷êè êàñàíèÿ.

28. Íàéòè ëèíèþ, äëÿ êîòîðîé ïðîèçâåäåíèå àáñöèññû òî÷êè 
êàñàíèÿ è äëèíû îòðåçêà, îòñåêàåìîãî íîðìàëüþ â ýòîé òî÷êå 
íà îñè îðäèíàò, ðàâíî óäâîåííîìó êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ îò ýòîé 
òî÷êè äî íà÷àëà êîîðäèíàò.

29. Íàéòè ëèíèþ, äëÿ êîòîðîé òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé 
îñüþ îðäèíàò, êàñàòåëüíîé è ðàäèóñ-âåêòîðîì òî÷êè êàñàíèÿ, 
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáåäðåííûì.
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30. Íàéòè ëèíèþ, äëÿ êîòîðîé ïðîèçâåäåíèå óãëîâîãî êîýô-
ôèöèåíòà êàñàòåëüíîé â ëþáîé åå òî÷êå è ñóììû êîîðäèíàò òî÷-
êè êàñàíèÿ ðàâíî óäâîåííîé îðäèíàòå ýòîé òî÷êè.

31. Íàéòè ëèíèþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (à; à), äëÿ êîòîðîé 
ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî îñüþ àáñöèññ, êàñàòåëü-
íîé è ðàäèóñ-âåêòîðîì òî÷êè êàñàíèÿ, ðàâíà à2.

32. Íàéòè ëèíèþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (0; 1), äëÿ êîòîðîé 
äëèíà îòðåçêà, îòñåêàåìîãî êàñàòåëüíîé íà îñè àáñöèññ, ðàâíà 
êóáó îðäèíàòû òî÷êè êàñàíèÿ.

33. Íàéòè êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (1; 0), äëÿ êîòîðîé 
äëèíà îòðåçêà, îòñåêàåìîãî êàñàòåëüíîé íà îñè îðäèíàò, ðàâíà 
êâàäðàòó àáñöèññû òî÷êè êàñàíèÿ.

34. Íàéòè êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (1; 1), äëÿ êîòîðîé 
äëèíà îòðåçêà, îòñåêàåìîãî íà îñè îðäèíàò, ðàâíà óòðîåííîé àá-
ñöèññå òî÷êè êàñàíèÿ.

35. Íàéòè êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (1; 0), äëÿ êîòîðîé 
îòðåçîê, îòñåêàåìûé êàñàòåëüíîé íà îñè îðäèíàò, ðàâåí àáñöèñ-
ñå òî÷êè êàñàíèÿ.

36. Íàéòè êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (1; 2), ó êîòîðîé 
êàñàòåëüíàÿ îòñåêàåò íà îñè îðäèíàò îòðåçîê, ðàâíûé êâàäðàòó 
îðäèíàòû òî÷êè êàñàíèÿ.

37. Íàéòè ëèíèþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (1; 1), ó êîòîðîé 
êàñàòåëüíàÿ îòñåêàåò íà îñè àáñöèññ îòðåçîê, ðàâíûé êâàäðàòó 
àáñöèññû òî÷êè êàñàíèÿ.

38. Íàéòè êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (1; 1), ó êîòîðîé 
êàñàòåëüíàÿ îòñåêàåò íà îñè îðäèíàò îòðåçîê, ðàâíûé êóáó îðäè-
íàòû òî÷êè êàñàíèÿ.

39. Íàéòè ëèíèþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (1; 1), ó êîòîðîé 
êàñàòåëüíàÿ îòñåêàåò íà îñè àáñöèññ îòðåçîê, ðàâíûé êóáó àá-
ñöèññû òî÷êè êàñàíèÿ.

40. Íàéòè ëèíèþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (4; 1), ó êîòîðîé 
êàñàòåëüíàÿ îòñåêàåò íà îñè îðäèíàò îòðåçîê, ðàâíûé êâàäðàòó 
àáñöèññû òî÷êè êàñàíèÿ. 
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 3

ÈÍÄÈÂÈÄÓÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀÍÈß

Ôèçè÷åñêèå 
çàäà÷è

Ãåîìåòðè÷åñêèå 
çàäà÷è

¹
âàðè-
àíòà

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 1 1 1 1 1 11 21 31
2 2 2 2 2 2 2 12 22 32
3 3 3 3 3 3 3 13 23 33
4 4 4 4 4 4 4 14 24 34
5 5 5 5 5 5 5 15 25 35
6 6 6 6 6 6 6 16 26 36
7 7 7 7 7 7 7 17 27 37
8 8 8 8 8 8 8 18 28 38
9 9 9 9 9 9 9 19 29 39
10 10 10 10 10 10 10 20 30 40
11 11 11 11 11 11 1 11 21 31
12 12 12 12 12 12 2 12 22 32
13 13 13 13 13 13 3 13 23 33
14 14 14 14 14 14 4 14 24 34
15 15 15 15 15 15 5 15 25 35
16 16 16 16 16 16 6 16 26 36
17 17 17 17 17 17 7 17 27 37
18 18 18 18 18 18 8 18 28 38
19 19 19 19 19 19 9 19 29 39
20 20 20 20 20 20 10 20 30 40
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