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ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА 
 
 

Учебно-методическое пособие по курсу математики охватывает вопросы высшей 
алгебры, входящие в ГОС для студентов специальностей «социология», «государствен-
ное и муниципальное управление» и других нематематических специальностей. Здесь 
рассматриваются элементы теории множеств, вводятся понятие алгебраических опера-
ций и их свойства, дается понятие об алгебраических структурах, о поле комплексных 
чисел, а также рассматриваются основные вопросы линейной алгебры. 

Учебно-методическое пособие составлено в соответствии с требованиями госу-
дарственного образовательного стандарта ВПО Российской Федерации. В настоящее 
время наблюдается активный процесс математизации всех наук. Студенты большинст-
ва вузовских нематематических специальностей изучают дисциплину «математика» в 
течение трех или четырех семестров. При этом большое внимание уделяется организа-
ции самостоятельной работы студентов. 

Учебно-методическое пособие «Математика, часть I» предназначено для организа-
ции индивидуальной и самостоятельной работы студентов очной и заочной форм обуче-
ния. Теоретический материал изложен справочно: даны строгие определения  всех ос-
новных понятий, а также формулировки теорем, без строгих доказательств, но с необхо-
димыми пояснениями. Кроме того, приведены некоторые исторические сведения о воз-
никновении основных понятий по рассмотренным темам. В пособии имеется большое 
количество решенных задач с подробным объяснением, что поможет студентам само-
стоятельно изучить материал и научиться решать задачи по изложенным темам.  

Пособие содержит тренировочный тест с ответами, а также десять вариантов ин-
дивидуальных заданий для самостоятельной работы студентов. 
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1. МНОЖЕСТВА И АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ 
 
 

1.1. Элементы теории множеств 
 

В математике встречаются самые разнообразные множества: множество точек на 
прямой, множество граней многогранника, множество натуральных чисел и т. д. Поня-
тие «множество» настолько общее, что ему трудно дать какое-либо определение. Мно-
жество – это одно из первичных, неопределяемых понятий в математике. Под множе-
ством понимают любую совокупность объектов, называемых элементами множества. 
Множества обозначают обычно прописными буквами латинского алфавита, а их эле-
менты – строчными буквами. Так, буквами N, Z, Q, R обозначаются соответственно 
множества натуральных чисел, множество всех целых чисел, множество рациональных 
чисел и множество действительных (вещественных) чисел. Утверждение «элемент а 
принадлежит множеству А» символически записывается так: Аа∈ ; запись Аа∉  озна-
чает, что элемент а не принадлежит множеству А. Множество считают заданным, если 
о любом объекте можно сказать, принадлежит он этому множеству или не принадле-
жит. Множество называется конечным, если количество его элементов можно выразить 
каким-то определенным числом. В противном случае множество называется бесконеч-
ным. Конечное множество можно задать, перечислив все его элементы. Например, А = 
{a, b, c, d} – множество, состоящее из элементов a, b, c, d. Другой способ задания мно-
жества – указание характеристического свойства его элементов, то есть свойства, ко-
торым обладают все элементы этого множества, и только они. Если М(х) – характери-
стическое свойство элементов множества А, то записывают так: А = {х: М(х)} или 

( ){ }хМхА = . Например, множество { }61, ≤≤∈= aaaA N  состоит из натуральных чи-

сел 1, 2, 3, 4, 5, 6; а множество { }32, ≤<−∈= bbbB R  – из всех действительных чисел, 
принадлежащих полуинтервалу (–2; 3]. 

Множество А называется подмножеством множества В, если все элементы мно-
жества А являются элементами множества В. Это свойство записывается как операция 
включения: ВА ⊂ . Если известно, что ВА ⊂  и АВ ⊂ , то, значит, множества А и В 
равны: А = В. Другими словами, множества А и В равны, если они состоят из одних и 
тех же элементов. 

Множество, не содержащее ни одного элемента, называется пустым множеством 
и обозначается символом ∅ . Любое множество содержит ∅  в качестве подмножества. 
Подмножества некоторого множества, отличные от него самого и пустого множества, 
называются собственными подмножествами.  

Для символической записи структурного строения и описания качественных 
свойств множеств часто используются логические кванторы всеобщности и существо-
вания. Вместо выражения «любой элемент х множества» применяют запись х∀ , где 
∀  – перевернутая первая буква английского слова «All» или немецкого «Alle» – «все». 
Вместо выражения «существует элемент х множества» применяют запись х∃ , где ∃  – 
перевернутая первая буква латинского слова «Existere» или английского «Exist» – «су-
ществовать».  

Пусть А и В – произвольные множества. Объединением ВАU  множеств А и В на-
зывается множество, состоящее из всех элементов, принадлежащих хотя бы одному из 
множеств А или В. Аналогично определяется объединение любого (конечного или бес-
конечного) числа множеств: если αА  – произвольные множества, то их объединение 

α
α
АU  есть совокупность элементов, каждый из которых принадлежит хотя бы одному 
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из множеств  αА . Пересечением ВАI  множеств А и В называется множество, состоя-
щее из всех элементов, принадлежащих как множеству А, так и множеству В. Пересе-
чением любого (конечного или бесконечного) числа множеств αА  называется совокуп-
ность α

α
АI  элементов, принадлежащих каждому из множеств  αА . Два множества, пе-

ресечение которых есть пустое множество, называются непересекающимися. Ясно, что 
∅=∅=∅== IUIU ААААААААА ,,, . 

Операции объединения и пересечения множеств по самому своему определению 
коммутативны и ассоциативны, а также они взаимно дистрибутивны. То есть справед-
ливы следующие равенства: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ).

;
;,
;,

СВСАСВА
СВСАСВА

СВАСВААВВА
СВАСВААВВА

UIUUI

IUIIU

IIIIII

UUUUUU

=
=

==
==

 

 
Разностью А\В множеств А и В называется множество, состоящее из всех элемен-

тов множества А, не принадлежащих множеству В. Другими словами, разность мно-
жеств А и В состоит из тех элементов множества А, которые не принадлежат пересече-
нию этих множеств: ( )ВААВА I\\ = . Для любых множеств А, В, С справедливы сле-
дующие равенства, связывающие операции объединения, пересечения и разности: 

( ) ( ) ( ),\\\ САВАСВА UI =  ( ) ( ) ( ) ( ) СВАСАВАСВА \\\\\ == IU . 
Иногда удобно рассматривать так называемую симметрическую разность двух 

множеств А и В: ( ) ( )ABBАВА \\ U=Δ . 
Пример 1. Даны множества: А = {3, 5, 6, 7, 8, 9}, B = {2, 4, 5, 6, 8}. 
Найти: ,ВА∪  ,ВА∩  А\В, В\А. 
Решение. { },9,8,7,6,5,4,3,2=∪ ВА  { },8,6,5=∩ ВА  А\В = {3, 7, 9}, B\А = {2, 4}. 
Пусть А и В – произвольные множества. Пару (a, b) элементов BbAa ∈∈ , , взятых 

в данном порядке, будем называть упорядоченной парой, считая при этом, что 
( )2211 ,),( baba =  тогда и только тогда, когда а1 = а2, b1 = b2. Декартовым произведением 

ВА×  двух множеств А и В называется множество всех упорядоченных пар (a, b), то есть 
( ){ }BbAabaВА ∈∈=× ,, . Аналогичным образом можно ввести понятие декартова про-

изведения трех, четырех и более множеств: если αА  – произвольные множества, то их 
декартово произведение состоит из упорядоченных наборов элементов этих множеств, 
т. е. ( ){ }αα AaaaaAAA kk ∈=××× ,,, 2121 KK . При А1=А2=…= Аk = А говорят о k-й декар-

товой степени множества А и пишут сокращенно AAAAk ×××= K . Например, декар-
тов квадрат множества действительных чисел R2 = RR×  – это множество всех упорядо-
ченных пар действительных чисел (или множество координат точек на плоскости отно-
сительно заданных координатных осей). 

 
Пример 2. Даны множества: А = {3, 5, 7}, B = {2, 8}. Найти декартовы произве-

дения ВА×  и АВ× . 
Решение. Каждое декартово произведение будет содержать 623 =⋅  пар соответ-

ствующих элементов. Заметим, что множества ВА×  и АВ×  различны:  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }8,7,2,7,8,5,2,5,8,3,2,3=× ВА ;  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }7,8,5,8,3,8,7,2,5,2,3,2=× АВ . 
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Пусть А и В – произвольные непустые множества. Если каждому элементу a мно-
жества А поставлен в соответствие один элемент b множества В, то говорят, что задано 
отображение f множества А во множество В (пишут: BAf →: ). Элемент b при этом 
называют образом элемента a при отображении f и обозначают b = f (a). Элемент а 
множества А, такой, что f (a) = b, называется прообразом элемента b при отображении f.  

Если f(А)=В, то есть множество образов всех элементов а множества А совпадает с 
множеством В, то говорят, что f – отображение А на В, или сюръективное отображение. 
Другими словами, отображение f сюръективно, если каждый элемент b из В имеет про-
образ. Если из 21 хх ≠  следует ( ) ( )21 xfxf ≠ , то f называют инъективным отображени-
ем (инъекцией) или отображением А в В. При инъективном отображении каждый эле-
мент b из В имеет не более одного прообраза. Отображение BAf →:  называется би-
ективным или взаимно однозначным, если оно инъективно и сюръективно. Таким обра-
зом, BAf →:  – биективное отображение, если: а) каждому элементу Аа∈  соответст-
вует один и только один элемент Bb∈ ; б) каждый элемент Bb∈  соответствует одно-
му и только одному элементу Аа∈ .  

Отсюда следует, что если BAf →:  биективно, то существует обратное отобра-
жение ABf →− :1 , сопоставляющее каждому Bb∈   его единственный прообраз, при-
чем оно тоже биективно. 

Два множества А и В называются эквивалентными, или равномощными, если одно 
из них можно биективно отобразить на другое. Другими словами, два множества рав-
номощны, если между ними можно установить взаимно однозначное соответствие. Ко-
нечные множества равномощны только в том случае, когда они имеют одинаковое ко-
личество элементов. Следовательно, мощность конечных множеств определяется чис-
лом их элементов. Простейшим среди бесконечных множеств является множество N 
натуральных чисел. Любое бесконечное множество, эквивалентное множеству нату-
ральных чисел, называется счетным множеством. Элементы счетного множества мож-
но занумеровать как члены бесконечной последовательности: KK ,,,, 21 nааа . Беско-
нечное множество, не являющееся счетным, называется несчетным множеством. 

Теория множеств была создана работами математиков XIX в., которые ставили 
себе целью разработку оснований математического анализа: Б. Больцано (B. Bolzano), 
Р. Дедекинд (R. Dedekind). Уже в первых работах в этой области рассматривались чи-
словые множества или множества функций и ставился вопрос о количественном срав-
нении бесконечных множеств. Ответ на этот вопрос дал немецкий математик Г. Кантор 
(G. Cantor), определив количественную эквивалентность, или равномощность, двух 
множеств как возможность установить между ними биективное соответствие. Главная 
заслуга Кантора состоит в признании того факта, что бесконечность – это не абстрак-
ция, придуманная философами, а реальность; что бесконечные совокупности предме-
тов существуют наравне с конечными. 

 
 

1.2. Бинарные операции. Алгебраические системы 
 
В элементарной алгебре рассматриваются различные числовые множества, над эле-

ментами которых можно производить арифметические действия. Каждое из действий: сло-
жение, вычитание, умножение и деление – это бинарная операция. Пусть Х – произвольное 
множество. Сопоставление любой упорядоченной паре элементов данного множества одно-
значно определенного элемента того же множества называется бинарной алгебраической 
операцией. Таким образом, бинарная операция на множестве Х – это отображение декартова 
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квадрата ХХ ×  на множество Х. Чаще всего бинарную операцию на множестве Х обозна-
чают каким-нибудь символом: «+», «•», «∗». На любом множестве может быть задано, во-
обще говоря, много разных операций, обладающих различными свойствами.  

Из школьного курса математики известно, что сложение и умножение чисел под-
чиняются переместительному, сочетательному и распределительному законам. В ал-
гебре говорят о свойствах (или аксиомах) коммутативности, ассоциативности и дист-
рибутивности бинарных операций.  

Бинарная операция ∗  на множестве Х называется ассоциативной, если 
( ) ( )cbacba ∗∗=∗∗  для всех Xcba ∈,, . Бинарная операция ∗  на множестве Х называ-
ется коммутативной, если abba ∗=∗  для всех ., Xba ∈   

Если на множестве Х заданы две бинарные операции ∗  и o , то может выполняться 
свойство дистрибутивности. Говорят, что операция o  дистрибутивна относительно опе-
рации ∗ , если ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )bcacbaccbcacba oooooo ∗=∗∗=∗ ,  для всех Xcba ∈,, . 

Для любых действительных чисел a, b, c справедливы равенства: 
• abba +=+  – коммутативность сложения (переместительный закон); 
• ( ) ( )cbacba ++=++  – ассоциативность сложения (сочетательный закон); 
• abba ⋅=⋅  – коммутативность умножения (переместительный закон); 
• ( ) ( )cbacba ⋅⋅=⋅⋅  – ассоциативность умножения (сочетательный закон); 
• ( ) cbcacba ⋅+⋅=⋅+  – дистрибутивность умножения относительно сложения 

(распределительный закон). 
Вычитание – это действие, обратное сложению, деление – действие, обратное ум-

ножению. На множестве действительных чисел эти действия выполнимы (кроме деле-
ния на нуль), однако свойствами коммутативности и ассоциативности они не обладают. 

Пусть на произвольном множестве Х задана бинарная операция, обозначаемая 
символом ∗ . Элемент е множества Х называется нейтральным относительно рассмат-
риваемой операции ∗ , если хеххе =∗=∗  для любого элемента х множества Х. Можно 
доказать, что если для данной операции существует нейтральный элемент, то он един-
ственный. Элемент х множества Х называется обратимым, если существует элемент 

Хх ∈−1 , для которого ехххх =∗=∗ −− 11 . Элемент 1−х  называется обратным (или 
симметричным) к элементу х. Можно доказать, что если для элемента х существует об-
ратный, то он единственный; кроме того, ( ) хх =

−− 11 . 
Если рассматривается операция сложения, то нейтральный элемент называется 

нулевым, а элемент, обратный к элементу х, – противоположным элементом. Для сло-
жения действительных чисел – это число «нуль» и число (-х) соответственно. Если рас-
сматривается операция умножения, то нейтральный элемент называется единичным. 
Для умножения действительных чисел нейтральным элементом является число «1»; все 
действительные числа, отличные от нуля, являются обратимыми.  

Особый интерес представляют множества, на которых заданы алгебраические опе-
рации, обладающие теми или иными свойствами. В таком случае говорят, что некоторая 
алгебраическая (не обязательно бинарная) операция ∗  определяет на непустом множест-
ве Х алгебраическую структуру, или что множество Х с заданной на нем алгебраической 
операцией ∗  является алгебраической системой и обозначают (Х, ∗ ). Например: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⋅+⋅+⋅+⋅+ ,,,,,,,,,,,,,,, RRQQZZNN  – различные алгебраические структуры. 

Непустое множество Х с заданной на нем бинарной алгебраической операцией ∗  
называется группоидом.  
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Непустое множество G с заданной на нем бинарной алгебраической операцией ∗  
называется полугруппой, если операция ∗  ассоциативна: ( ) ( )zyxzyx ∗∗=∗∗  для всех 

Gzyx ∈,, .  
Непустое множество G с заданной на нем бинарной алгебраической операцией ∗  

называется группой, если выполнены следующие аксиомы: 
1) операция ∗  ассоциативна: ( ) ( )zyxzyx ∗∗=∗∗  для всех Gzyx ∈,, ; 
2) G обладает нейтральным элементом е: xxeex =∗=∗  для всех Gx∈ ; 
3) для каждого элемента Gx∈  существует обратный 1−х : ехххх =∗=∗ −− 11 . 
Группа с коммутативной операцией называется коммутативной, или абелевой, в 

честь норвежского математика Н. Х. Абеля (N. H. Abel). Термин «группа» принадлежит 
французскому математику Э. Галуа (E. Galois) – подлинному создателю теории групп. По-
лугруппа с коммутативной операцией также называется коммутативной, или абелевой. 

Учитывая свойства сложения и умножения действительных чисел, можно сделать вы-
вод о том, что множество R всех действительных чисел является абелевой группой относи-
тельно операции сложения, а множество всех действительных чисел, кроме нуля, является 
абелевой группой относительно операции умножения. Отметим также, что  
( ) ( ) ( ),,,,,, +++ RQZ  – абелевы группы, а ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⋅⋅⋅⋅+ ,,,,,,,,, RQZNN  – абелевы полугруппы. 

Пусть К – непустое множество, на котором заданы две бинарные алгебраические 
операции: «+» – сложение и «•» – умножение. Алгебраическая структура (К, +, •) назы-
вается кольцом, если выполняются следующие условия: 

1) К – абелева группа относительно сложения (эту группу называют аддитивной 
группой кольца); 

2) операция умножения ассоциативна (то есть К – полугруппа относительно ум-
ножения); 

3) умножение дистрибутивно относительно сложения. 
Кольцо К называется коммутативным, если операция умножения коммутативна 

(в отличие от групп коммутативное кольцо не принято называть абелевым). 
Если в кольце К существует нейтральный элемент относительно умножения (еди-

ничный элемент), то говорят, что К – кольцо с единицей.  
Из определения кольца следует, что в нем определена операция, обратная сложе-

нию, – вычитание, но не определена операция, обратная умножению, т. е. в кольце не 
выполняется деление. Например, множество всех целых чисел является коммутатив-
ным кольцом с единицей. Рассматриваемое ниже множество всех квадратных матриц 
порядка n является некоммутативным кольцом с единицей.  

Коммутативное кольцо Р с единицей называется полем, если оно состоит не толь-
ко из одного нуля и если в нем выполнимо деление, кроме случая деления на нуль. На-
пример, множество всех действительных чисел с операциями сложения и умножения 
является полем. Также полем является и (Q, +, •). Понятие поля возникает в алгебре при 
исследовании корней многочлена (или при разложении многочлена на множители). На-
пример, в поле комплексных чисел многочлен степени n имеет ровно n корней, если 
каждый корень считать столько раз, какова его кратность. 

Примерно до середины XIX в. были известны лишь отдельные примеры колец. 
Общее понятие кольца встречается в работах Р. Дедекинда после 1870 г. Термин «коль-
цо» был введен Д. Гильбертом (D. Hilbert) позднее. 

Зарождение теории поля в рамках теории алгебраических уравнений относится к 
середине XIX в. Концепции поля появляются в работах немецких математиков Л. Кроне-
кера (L. Kronecker) и Р. Дедекинда. Дедекинд ввел понятие поля, которое он первона-
чально называл «рациональной областью». Термин «поле» впервые появился в 1871 г. в 
примечаниях и дополнениях Дедекинда к «Теории чисел» П. Дирихле (P. Dirichlet). 
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1.3. Поле комплексных чисел 
 
Комплексным числом называется выражение вида biaz += , где a и b – вещест-

венные (действительные) числа, а i – так называемая мнимая единица, 12 =i .  
Число a называется действительной частью комплексного числа z  и обозначает-

ся zа Re= , а число b – мнимой частью комплексного числа z  и обозначается .Imzb =  
Знак «+», участвующий в определении комплексного числа, не имеет ничего общего со 
знаком сложения действительных чисел, но, как и  i, является формальным символом. 

Если  a = 0, то число bibi =+0  называется чисто мнимым числом, а если b = 0, то 
число ia ⋅+ 0  отождествляется с действительным числом a. Число нуль i000 +=  – 
единственное комплексное число, которое является одновременно и действительным, и 
чисто мнимым числом. 

Два комплексных числа ibaz 111 +=  и ibaz 222 +=  называются равными тогда и 
только тогда, когда равны их действительные части и равны их мнимые части: 

212121 , bbaazz ==⇔= .  
Два комплексных числа biazbiaz −=+= , , отличающиеся лишь знаком мнимой 

части, называются сопряженными. Любое действительное число является сопряжен-
ным самому себе. 

Всякое комплексное число biaz +=  можно изобразить точкой М(a, b) плоскости 
О х у. Обратно, каждую точку координатной плоскости можно рассматривать как образ 
или изображение комплексного числа biaz += . Плоскость, на которой изображаются 
комплексные числа, называется комплексной плоскостью. Ось абсцисс называется дей-
ствительной осью, так как на ней лежат точки, изображающие действительные числа. 
Ось ординат называется мнимой осью, на ней лежат точки, изображающие чисто мнимые 

числа. Точки плоскости обычно отождествляются с 
комплексными числами, т. е. точку М(a, b) называют 
числом biaz += . При этом длину вектора ОМ  на-
зывают модулем комплексного числа biaz +=  и 
обозначают rz = . Величину угла φ между положи-
тельным направлением действительной оси и векто-
ром ОМ  называют аргументом комплексного числа 

biaz +=  и обозначают ϕ=zarg . Аргумент числа 0 
не определен. Если 0≠z , то принимается, что 

[ )π∈ 2;0arg z  или ( ]ππ−∈ ;arg z  (аргумент φ можно также определять и в градусной ме-
ре). Таким образом, модуль и аргумент комплексного числа biaz +=  можно рассматри-
вать как полярные координаты точки М(a, b) в согласованной полярной системе коорди-
нат с полюсом О. 

Запись числа biaz +=  называют алгебраической формой комплексного числа. За-
пись числа ( ) ( )ϕ+ϕ=ϕ+ϕ= sincossincos irizz  называют тригонометрической формой 
комплексного числа. Модуль и аргумент комплексного числа biaz +=  определяются из 

формул: 
a
btg

r
b

r
abarz =ϕ=ϕ=ϕ+== ,sin,cos,22 . Так как имеет место формула Эй-

лера: ϕ+ϕ=ϕ sincos iei , то комплексное число можно записать в показательной (или экс-
поненциальной) форме: ϕϕ == ii reezz . 

 
 

х φ 

у 

a 

b 

Im 

О 

z 

Re

r  
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Пример 1. Записать число z = 3+3i в тригонометрической форме. 
Решение. Найдем модуль и аргумент числа z: 231833 22 ==+=z ; точка (3, 

3) лежит в первой четверти, значит φ – острый угол и 1
3
3
==ϕtg , следовательно, 

φ = 45о. Таким образом, тригонометрическая форма записи комплексного числа z = 3+3i 

имеет вид: ( )00 45sin45cos23 iz +=  или ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
π

=
4

sin
4

cos23 iz . 

Арифметические действия над комплексными числами определяются так, чтобы 
естественным образом выполнялись действия над действительными числами ia ⋅+ 0 .  

Пусть ibaz 111 +=  и ibaz 222 +=  – произвольные комплексные числа. Тогда опре-
делены: 

сумма ( ) ( )ibbaazz 212121 +++=+ ; 
разность ( ) ( )ibbaazz 212121 −+−=− ; 
произведение ( ) ( )ibababbaazz 1221212121 ++−= ; 

частное i
ba

abab
ba

bbaa
z
z

2
2

2
2

1221
2
2

2
2

2121

2

1

+
−

+
+
+

= , если 02 ≠z . 

Практически действия сложения, вычитания и умножения над комплексными 
числами выполняют как аналогичные действия над многочленами, считая каждое ком-
плексное число двучленом и учитывая, что 12 =i . Также обычно частное от деления z1 
на z2  вычисляют путем умножения делимого и делителя (т. е. числителя и знаменателя 

дроби) на число, сопряженное делителю z2: 
( )( )

2
2

2
2

2211

22

21

2

1

ba
ibaiba

zz
zz

z
z

+
−+

== . 

 
Пример 2. Найти 21212121 :,,, zzzzzzzz ⋅−+ , если iziz 34,25 21 +=−= . 
Решение. ( ) ( ) ( ) ( ) ;93245342521 iiiizz +=+−++=++−=+   

( ) ( ) ( ) ( ) ;5132453425342521 iiiiiizz −=−−+−=−−−=+−−=−  
( )( ) ( ) ( ) ( ) iiiiiiiiiiizz 72616720681520324235453425 2

21 +=−⋅−+=−−+=⋅−+⋅−+⋅+⋅=+−=

( )( )
( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) 25

2314
916

681520
34

32423545
3434
3425

34
25 2

22
2

1 iiii
i

iiii
ii
ii

i
i

z
z −

=
+

+−−
=

−
−−+⋅−+−⋅+⋅

=
−+
−−

=
+
−

=

 Если комплексные числа заданы в тригонометрической форме ( )1111 sincos ϕ+ϕ= irz  
и ( )2222 sincos ϕ+ϕ= irz , то можно получить следующие формулы для действий умноже-
ния, деления и возведения в степень комплексных чисел: 

( ) ( )( )21212121 sincos ϕ+ϕ+ϕ+ϕ= irrzz ,  

( ) ( )( )2121
2

1

2

1 sincos ϕ−ϕ+ϕ−ϕ= i
r
r

z
z , если 02 ≠z , 

( )( ) ( )ϕ+ϕ=ϕ+ϕ= ninrirz nnn sincossincos  – формула Муавра. 
Если аргумент результата не удовлетворяет условию [ )π∈ 2;0arg z , то его приво-

дят к нужному виду, прибавляя или вычитая число, кратное 2π. 
 
Пример 3. Вычислить ( )1033 i+ . 
Решение. Так как ( )00 45sin45cos2333 ii +=+ , то по формуле Муавра ( )1033 i+  = 

( ) ( ) ( ) ( ) iiii 510510005100010
23102390sin90cos23450sin450cos23 ⋅=⋅+⋅=+⋅=+= , так 

как 190sin,090cos 00 == .  
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Корнем n-й степени из комплексного числа z называется комплексное число 
n zw = , удовлетворяющее равенству zwn = . Если ( )ϕ+ϕ= sincos irz , то  

1,,2,1,0,2sin2cos −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+ϕ

+
π+ϕ

= nk
n

ki
n

krz nn K . 

Для любого 0≠z  корень n-й степени из комплексного числа z имеет ровно n раз-
личных значений. Так, например, 1−  имеет два значения:  i и –i.  

 
Пример 4. Найти .14 wi =−  
Решение. Пусть ( )ψ+ψρ= sincos iw . Чтобы воспользоваться формулой извлече-

ния корня из комплексного числа z, запишем подкоренное выражение z = 1 – i в триго-

нометрической форме: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−

4
7sin

4
7cos21 ππ ii , т. е. 2=r , а 

4
7π

=ϕ . Тогда 

84 22 ==ρ , 3,2,1,0,
4

2
4

7

=
π+

π

=ψ k
k

k . Подставляя в формулу каждое значение k, 

получим четыре значения w.  

При ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
π

=
π

=ψ=
16
7sin

16
7cos2,

16
7:0 8

00 iwk ;  

при  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
π

=
π

=
π+

π

=ψ=
16

15sin
16

15cos2,
16

15
4

2
4

7

:1 8
11 iwk ; 

при  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
π

=
π

=
π+

π

=ψ=
16
23sin

16
23cos2,

16
23

4

4
4

7

:2 8
02 iwk ; 

при  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
π

=
π

=
π+

π

=ψ=
16
31sin

16
31cos2,

16
31

4

6
4

7

:3 8
33 iwk . 

 
Из определения суммы и произведения следует, что множество комплексных чи-

сел замкнуто относительно этих операций. Кроме того, нетрудно доказать, что эти опе-
рации ассоциативны и коммутативны, а также связаны дистрибутивным законом. Чис-
ла «0» и «1» играют роль нулевого и единичного элементов; деление любых комплекс-
ных чисел также определено, кроме деления на «0». Следовательно, множество ком-
плексных чисел является полем, которое обычно обозначается С.  

Если 0,02 ≠=++ acbxax  – квадратное уравнение с действительными коэффициен-
тами и его дискриминант acbD 42 −=  неотрицателен, то уравнение имеет два действи-
тельных корня, различных (при D > 0) либо равных (при D = 0). Эти корни могут быть вы-

числены по формуле: 
a

Dbx
22,1
±−

= . Если же D < 0, то действительных корней уравне-

ние не имеет (так как не определено арифметическое значение квадратного корня из отри-
цательного числа), зато это уравнение имеет два комплексно-сопряженных корня: 

a
Dibx

a
Dibx

2
,

2 21
−+−

=
−−−

= .  
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Впервые мнимые числа появились в известном труде «Великое искусство, или Об 
алгебраических правилах» Дж. Кардано (G. Cardano, 1545), который счел их бесполез-
ными, непригодными к употреблению. Пользу мнимых величин, в частности при реше-
нии кубического уравнения, впервые оценил Р. Бомбелли (R. Bombelli, 1572). Задача о 
выражении корней степени n из данного числа была в основном решена в работах 
А. Муавра (A. de Moivre)  и Р. Котеса (R. Cotes).  Символ 1−=i  предложил Л. Эйлер 
(L. Euler). К. Гаусс (C. Gauss) доказал алгебраическую замкнутость поля комплексных 
чисел и ввел термин «комплексное число». В 1832 г. К. Гауссом были впервые рас-
смотрены гауссовы числа – комплексные числа с целыми компонентами a и b. 
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2. ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ 
 
 

2.1. Матрицы и действия над ними 

 
2.1.1. Понятие матрицы 

Прямоугольная таблица из mn ⋅   
чисел, содержащая m строк и n столбцов, называется матрицей размера  m×n и 

обозначается 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

==

mnmm

n

n

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

Aили

aaa

aaa
aaa

A

L

LLLL

L

L

L

LLLL

L

L

21

22221

11211

21

22221

11211

. 

Коротко матрицу размера  m×n обозначают ( )
nmijnm aA

×× =  (или  А = ||аij||), где  i = 
1, 2,…, m; j = 1, 2,…, n. Числа аij, составляющие матрицу, называются элементами мат-
рицы. Набор чисел аi1, аi2, …, аin называется i-й строкой матрицы А, а набор а1j, а2j, …, 
аmj – j-м столбцом. Каждый элемент матрицы снабжен двумя индексами: первый ин-
декс (i) указывает номер строки, второй индекс (j) – номер столбца, в которых распо-
ложен этот элемент. Если матрица состоит из одного столбца или одной строки, то ее 

называют вектором: вектор-столбец 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=×

m

m

a

a
a

A
L

2

1

1  или вектор-строка ),,,( 211 nn bbbB K=×  

(говорят также матрица-столбец или матрица-строка соответственно).  
Матрица размера 1×1 состоит из одного числа: ( )1111 аА =× . 
Две матрицы А = (аij) и В = (bij)  считаются равными, т. е. А = В, если они имеют 

одинаковое количество строк и столбцов и равны их соответствующие элементы: аij = bij.  
Матрица АТ называется транспонированной по отношению к матрице А, если 

столбцы матрицы А являются строками матрицы АТ. 

Пример. Пусть 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3231

2221

1211

aa
aa
aa

A , тогда ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

322212

312111

aaa
aaa

AT . 

Очевидно, что (АТ)Т = А. 
Если в матрице число строк равняется числу столбцов, т. е. m = n, то матрица на-

зывается квадратной матрицей n-го порядка: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

L

LLLL

L

L

21

22221

11211

 

Элементы квадратной матрицы а11, а22, а33, …, аnn называются диагональными и 
образуют главную диагональ матрицы. Элементы а1n, а2(n-1), …, аn1 образуют побочную 
диагональ матрицы. Квадратная матрица называется диагональной, если все ее элемен-
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ты, не стоящие на главной диагонали, равны нулю: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nna

a
a

A

L

LLLL

L

L

00

00
00

22

11

. 

 
Диагональная матрица называется единичной, если все ее диагональные элементы 

равны единице: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

100

010
001

L

LLLL

L

L

E . 

 
Квадратная матрица называется треугольной, если все ее элементы, которые на-

ходятся над главной диагональю или под главной диагональю, равны нулю. 
Квадратная матрица А называется симметричной, или симметрической, если аij = aji. 

Очевидно, что симметричная матрица совпадает с транспонированной к ней матрицей. 
 

 
2.1.2. Сложение матриц 

Пусть даны две матрицы nmA ×  и nmB × .  Суммой матриц А и В с одинаковыми 
размерами называется матрица С = А + В  с теми же размерами, элементы кото-
рой равны суммам соответствующих элементов матриц А = (aij) и В = (bij): 

( ) ( ) ( ) nmijijijijnmnm CbabaBA ××× =+=+=+ . 
 

Пример 1. Пусть ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

421
312

,
314
521

BA , тогда их сумма 

CBA =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+
−+−+

=+
715
213

432114
351221

. 

 
Действие сложения матриц может быть распространено на случай любого конеч-

ного числа слагаемых одинаковых размеров. Отметим, что складывать матрицы с не-
одинаковым числом строк или с неодинаковым числом столбцов нельзя.  

Матрица Θ, все элементы которой равны нулю, называется нулевой матрицей.  
Пусть А = (аij); тогда матрица –А = (- аij) называется противоположной матрице А.  
 

Пример 2. Если ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

40
21

А , то  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=−

40
21

А . 

Ясно, что А + Θ = Θ + А = А;   А + (-А) = (-А) + А = Θ, где А и Θ – матрицы одного 
и того же размера. 

 
 

2.1.3. Умножение матрицы на число 
Чтобы умножить матрицу А = (aij) на число k, надо умножить на это число каждый 

элемент матрицы: kА = k(аij) = (kаij). 
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Пример. Пусть 3,
53
12

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= kA . Тогда 

( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅
−⋅⋅

==
159

36
5333
1323

3АkA . 

 
Операции сложения матриц и умножения матрицы на число обладают следующи-

ми свойствами: 
1. А + В = В + А;        4. ( ) ВАВА ααα +=+⋅ ; 
2. А + (В + С) = (А + В) + С;   5. ( ) ААА βαβα +=⋅+ ; 
3. ААА =⋅=⋅ 11 ;    6. ( ) ( ) АА ⋅=⋅⋅ αββα ,  

где А, В, С – матрицы одного и того же размера, βα ,  –  произвольные действительные числа. 
Кроме того, справедливы равенства: (А+В)Т = АТ + ВТ, (λА)Т = λАТ. 

 
 

2.1.4. Произведение двух матриц 
Произведение матрицы А на матрицу В определено только в том случае, когда чис-

ло столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В. В результате умножения полу-
чим матрицу С = АВ, в которой столько же строк, сколько их в матрице А, и столько же 
столбцов, сколько их в матрице В: nmnkkm CBA ××× =⋅ . Элемент ijc , расположенный в i-й 
строке и j-м столбце матрицы С, равен сумме произведений элементов i-й строки мат-
рицы А на соответствующие элементы j-го столбца матрицы В:  

kjikjijiij bababac ⋅++⋅+⋅= K2211 .  

Например, если ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211

aa
aa

A  и ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211

bb
bb

B , то ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=
2222122121221121

2212121121121111

babababa
babababa

AB . 

 
Умножение матриц обладает следующими свойствами, аналогичными свойствам 

умножения чисел (если определены все указанные действия): 
1. ( ) ( ) СВАСВА ⋅⋅=⋅⋅ ;    3. ( ) СВСАСВА ⋅+⋅=⋅+ ; 
2. ( ) САВАСВА ⋅+⋅=+ ;    4. ( ) ( ) ВАВА ⋅=⋅ αα . 
 
Операция умножения матриц имеет также специфические свойства, отличные от 

свойств умножения чисел: 
а) если существует произведение матриц АВ, то произведение ВА может и не су-

ществовать; например, 323332 ××× =⋅ СВА , но произведение 3233 ×× ⋅ АВ  не определено; 
б) если существуют оба произведения АВ и ВА, то они могут быть матрицами раз-

ных размеров; например, 222332 ××× =⋅ СВА , но 333223 ××× =⋅ DАВ ; 
в) если А и В – квадратные матрицы одного порядка, то произведения АВ и ВА всегда 

существуют, однако в общем случае умножение матриц не коммутативно: АВ ≠ ВА.  
 

Например, пусть ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
53
12

,
31
21

BA . Тогда АВ ≠ ВА, так как: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+−⋅⋅+−⋅−

⋅+⋅⋅+−⋅
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
1411
114

53)1(133)2(1
521132)2(1

53
12

31
21

AB , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅−⋅+⋅
⋅+−⋅⋅−⋅−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

212
13

3523)1(513
31)2(21112

31
21

53
12

BA . 
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Если для матриц А и В выполняется равенство АВ = ВА, то А и В называются пе-
рестановочными матрицами. В частности, если А – квадратная матрица, а Е – единич-
ная матрица того же порядка, то АЕ = ЕА = А, т. е. единичная матрица играет при ум-
ножении матриц ту же роль, что и число 1 при умножении чисел.  

Таким образом, множество Мn всех квадратных матриц одного и того же порядка 
n является полугруппой с единицей относительно операции умножения и абелевой 
группой относительно сложения, следовательно ( )⋅+,,nM  – некоммутативное кольцо с 
единицей; 

г) произведение двух ненулевых матриц может равняться нулевой матрице, т. е. из 
того, что АВ = Θ, не следует, что А = Θ или  В = Θ.   

Например, матрицы ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

21
21

А  и ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
11

22
В  – ненулевые, но их произведе-

ние – нулевая матрица: 
( ) ( )
( ) ( ) Θ=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅+⋅−⋅+⋅
−⋅+⋅−⋅+⋅

=
00
00

12121212
12211221

АВ ; 

 
д) произведение матриц согласовано с операцией транспонирования следующим 

образом: если определено произведение АВ, то (АВ)Т = ВТАТ. 
 
 

2.1.5. Элементарные преобразования матрицы 
Пусть дана произвольная матрица 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

L

LLLL

L

L

21

22221

11211

  (1.1) 

 
Элементарными преобразованиями матрицы являются: 

• перестановка местами двух строк (двух столбцов) матрицы; 
• умножение всех элементов строки (столбца) на число, отличное от нуля; 
• прибавление ко всем элементам одной строки (столбца) матрицы соответ-

ствующих элементов другой строки (столбца), умноженных на одно и то же число. 
Две матрицы А и В называются эквивалентными (обозначается  А ~ В), если одна 

из них получается из другой с помощью элементарных преобразований. С помощью 
элементарных преобразований любую матрицу можно привести к так называемому 
ступенчатому виду. Матрица А называется ступенчатой, если она имеет вид:  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

00000

00000
000

00
0

333

2222

111111

KKKK

KKKKKKKKK

KKKK

KKKK

KKKKKKKKK

KKKK

KKKK

KKKK

rnrs

nsl

nslk

nslk

aa

aaa
aaaa
aaaaa

А , 
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где 0,,0,,0,,0 3211 ≠≠≠≠ rslk aaaa KKK , эти элементы будем называть угловыми 
элементами ступенчатой матрицы. Таким образом, несколько первых строк ступенча-
той матрицы – ненулевые, то есть содержат хотя бы по одному ненулевому элементу, 
причем если 0≠ija  – первый ненулевой элемент i-й строки, то все элементы, стоящие в 
матрице ниже и левее ija , равны нулю. Если при элементарных преобразованиях полу-
чаются нулевые строки, состоящие только из нулей, то их переставляют вниз. (Заметим, 
что в некоторых учебных пособиях при элементарных преобразованиях матриц вместо 
символа «~» применяется символ «→».) 

Для приведения матрицы (1.1) к ступенчатому виду будем применять только эле-
ментарные преобразования строк, не преобразовывая столбцы матрицы. Пусть 011 ≠а  
(если 011 =а , то поменяем местами строки так, чтобы первой в матрице стояла строка с 
ненулевым первым элементом). Теперь добьемся того, чтобы во всех остальных стро-
ках первые элементы стали равными нулю. Для этого умножим первую строку на число 

11

21

а
а

−  и сложим со второй строкой; затем умножим первую строку на число 
11

31

а
а

−  и 

сложим с третьей строкой и т. д. Получится матрица, в которой все элементы первого 
столбца, кроме 11а , равны нулю. В дальнейших преобразованиях элементы первой 
строки матрицы не используются, а только переписываются без изменений. Если во 
втором столбце полученной матрицы есть элемент 2iа , отличный от нуля (не считая 
элемент 12а  первой строки), то i-ю строку ставим на второе место, если же все элемен-
ты 02 =iа , то аналогично рассматриваем третий столбец и т. д. Пусть k – номер столб-
ца, в котором 02 ≠kа , а все столбцы с меньшими номерами – нулевые (кроме первых 

элементов). Умножим вторую строку на число 
k

k

a
a

2

3−  и сложим с третьей строкой; за-

тем умножим вторую строку на 
k

k

a
a

2

4−  и сложим с четвертой строкой и т. д. В результа-

те k-й столбец полученной матрицы будет состоять из элементов 0, 21 ≠kk aa  и (m-2) 
нулей. Этот процесс продолжается, пока возможно. Строка, которая используется для 
получения нулей в остальных строках, обычно называется рабочей строкой. Удобнее 
при вычислениях, чтобы первый ненулевой элемент рабочей строки был равен 1.  

 

Пример. Привести матрицу 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
−−
−−

3211
1011
1111
4322

 к ступенчатому виду. 

 
Решение. Поменяем местами первую и вторую строки для того, чтобы первый 

элемент рабочей (первой) строки был равен 1, третью и четвертую строки перепишем 
без изменения. Далее умножим первую строку на (-2) и сложим ее со второй, результат 
запишем на месте второй строки; затем сложим первую строку с третьей и результат 
запишем на месте третьей строки и, наконец, умножим первую строку на (-1), сложим 
ее с четвертой и результат запишем на месте четвертой строки. 
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В полученной матрице все элементы первого и второго столбцов, кроме первых, рав-

ны нулю. Далее первую строку будем только переписывать без изменения; в следующих 
преобразованиях рабочей строкой будет вторая строка, ее также переписываем без изме-
нения. Первый ненулевой элемент второй строки – это 123 =а . Умножим вторую строку 
на (-1), сложим ее с третьей и результат запишем на месте третьей строки; затем умножим 
вторую строку на (-1), сложим ее с четвертой и результат запишем на месте четвертой 
строки. Заметим, что при этих преобразованиях нулевые элементы третьей и четвертой 
строк останутся нулевыми, то есть первые два столбца матрицы меняться не будут. 
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Для получения последней матрицы мы поменяли местами третью и четвертую 

строки для того, чтобы нулевая строка оказалась последней. В полученной ступенчатой 
матрице угловыми элементами являются: 6,1,1 342311 === ааа .  

 

Замечание. Треугольная матрица 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nn

n

n

a

aa
ааа

K

KKKK

K

K

00

0 222

11211

 является частным случаем 

ступенчатой матрицы. Треугольная матрица может получиться из квадратной матрицы 
порядка n в результате элементарных преобразований. 

Понятие матрицы впервые появилось в середине XIX в. в работах У. Гамильтона 
(W. Hamilton) и А. Кэли (A. Cayley). Фундаментальные результаты в теории матриц 
принадлежат К. Вейерштрассу (K. Weierstrass), К. Жордану (C. Jordan), Г. Фробениусу 
(G. Frobenius). И. А. Лаппо-Данилевский развил теорию аналитических функций мно-
гих матричных переменных и применил ее к изучению систем линейных дифференци-
альных уравнений. 
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2.2. Определители квадратных матриц 
 
Квадратной матрице А порядка n можно сопоставить число, называемое ее опре-

делителем, или детерминантом (от латинского «determine» – определяю), и обозна-
чаемое detA (или Δ(А), или А ). Определитель матрицы ( )

nnijаА
×

=  называется также 
определителем n-го порядка и записывается следующим образом: 

 

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

K

KKKK

K

K

21

22221

11211

det = . 

 
Числа аij (i, j = 1, 2, …, n), образующие определитель, называются его элементами. 

Так же, как и в квадратной матрице, элементы а11, а22, а33, …, аnn образуют главную 
диагональ, а элементы а1n, а2(n-1), …, аn1 – побочную диагональ определителя. Определи-
тель матрицы есть число, характеризующее ее и не зависящее от способа его вычисле-
ния.  

 
 

2.2.1. Определители первого, второго и третьего порядков 
Определителем матрицы ( )11аА =  первого порядка является число, равное един-

ственному элементу этой матрицы: 11det aA = . 

Определителем матрицы ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211

аа
аа

А  второго порядка (или определителем 

второго порядка) называется число 21122211 аааа ⋅−⋅ , равное разности произведения 
элементов главной диагонали и произведения элементов побочной диагонали матрицы. 
Таким образом:  

.det 21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

A −==  

 

Определителем матрицы 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

ааа
ааа
ааа

А  третьего порядка (или определите-

лем третьего порядка) называется число: 

( ) ==Δ

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

А  .331221233211132231312312133221332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa −−−++  

 
Для запоминания состава слагаемых, входящих в выражение для определителя, 

применяют следующее мнемоническое правило: определитель третьего порядка есть 
алгебраическая сумма всевозможных произведений его элементов, взятых по одному из 
каждой строки и каждого столбца, причем знак «плюс» имеют произведение элементов, 
стоящих на главной диагонали, и два произведения элементов, образующих в опреде-
лителе равнобедренные треугольники с основаниями, параллельными главной диагона-
ли, а знак «минус» имеют произведение элементов, стоящих на побочной диагонали, и 
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два произведения элементов, образующих треугольники с основаниями, параллельны-
ми побочной диагонали. Это правило называют правилом  треугольников, символиче-
ски это выглядит так: 

 

333231

232221

131211

333231

232221

131211

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

−=  

 
Укажем и другое правило составления выражения для определителя третьего по-

рядка (правило Саррюса), которое является модификацией предыдущего. Запишем 
элементы определителя, к ним припишем справа первый и второй столбцы. Тогда вы-
числяются произведения элементов, соединенных отрезками прямых (знак, с которым 
берется каждое произведение, указан около нижнего конца отрезка): 

 

+++−−−
3231333231

2221232221

1211131211

aaaaa
aaaaa
aaaaa

 

 
 

2.2.2. Основные свойства определителей 
Введем понятие минора и алгебраического дополнения элемента определителя. 

Для простоты рассмотрим определитель третьего порядка. Отметим, что все свойства 
определителей третьего порядка переносятся на определители любого порядка. 

 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

  (2.1) 

 
Если в определителе порядка n вычеркнуть какую-нибудь строку и какой-нибудь 

столбец, то получится определитель порядка (n-1), который называется минором опре-
делителя, соответствующим элементу, который находится на пересечении вычеркнутой 
строки и вычеркнутого столбца. 

Например, если в определителе (2.1) вычеркнуть вторую строку и третий столбец, 

то останется определитель второго порядка 
3231

1211

aa
aa

. Этот определитель и есть минор 

элемента а23 и обозначается: M23 = 
3231

1211

aa
aa

. 

Минор Мij, соответствующий элементу аij, взятый со знаком (-1)i+j, называется алгеб-
раическим дополнением элемента аij (i, j = 1, 2, …, n) и обозначается Аij. Например, алгеб-

раическое дополнение элемента а23 будет равно: A23 = (-1)2+3 
3231

1211

aa
aa

 = 
3231

1211

aa
aa

− . 

 
Свойства определителей 

Свойство 1. При замене строк столбцами величина определителя не меняется (т. е. 
при транспонировании матрицы ее определитель не меняется): 
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332313

322212

312111

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

=  

 
Свойство 2. При перестановке двух строк (столбцов) местами определитель меня-

ет знак. 
Свойство 3. Определитель с двумя одинаковыми строками (столбцами) равен ну-

лю. 
Свойство 4. Если все элементы какой-либо строки (столбца) определителя имеют 

общий множитель, то его можно вынести за знак определителя. 
Свойство 5. Если элементы некоторой строки (столбца) определителя представ-

ляют собой сумму двух слагаемых, то этот определитель может быть представлен в ви-
де суммы двух определителей, у которых элементы рассматриваемой строки (столбца) 
равны соответственным слагаемым. 

Свойство 6. Величина определителя не изменится, если к элементам некоторой 
строки (столбца) прибавить соответствующие элементы другой строки (столбца), ум-
ноженные на один и тот же множитель k. 

Свойство 7. Определитель равен сумме произведений элементов некоторой его 
строки (столбца) на алгебраические дополнения этих элементов. Например, определи-
тель третьего порядка можно вычислить по любой из следующих шести формул: 

 

.;
;;
;;

333323231313333332323131

323222221212232322222121

313121211111131312121111

AaAaAaAaAaAa
AaAaAaAaAaAa
AaAaAaAaAaAa

++=Δ++=Δ
++=Δ++=Δ
++=Δ++=Δ

 

 
Замечание. Используя свойство 7, мы можем вычислить определитель любого по-

рядка. Такой способ вычисления называется разложением определителя по элементам 
некоторой строки (столбца). 

Свойство 8. Сумма произведений элементов некоторой строки (столбца) на алгеб-
раические дополнения соответствующих элементов параллельной строки (столбца) 
равна нулю.  

Свойство 9. Определитель равен нулю, если все элементы некоторой строки 
(столбца) равны нулю.  

Свойство 10. Определитель треугольной и, в частности, диагональной матрицы 
равен произведению элементов ее главной диагонали. 

Таким образом, существует еще один способ вычисления определителя любого 
порядка: с помощью элементарных преобразований, с учетом свойств 2, 4, 6, привести 
матрицу к треугольному виду, затем воспользоваться свойством 10. 

Свойство 11. Определитель произведения двух (или нескольких) квадратных мат-
риц порядка n равен произведению определителей этих матриц.  

 

Пример 1. Вычислить определитель третьего порядка: 
836
503
421

−

−
=Δ . 

 
Решение. Первый способ. Припишем к определителю справа его первый и второй 

столбцы, затем выпишем произведения элементов, стоящих на главной диагонали и па-
раллельных ей отрезках, со знаком «плюс»; после этого выпишем произведения элемен-
тов, стоящих на побочной диагонали и параллельных ей отрезках, со знаком «минус». 
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( ) ( ) ( ) ( )
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Второй способ. Разложим определитель по элементам второй строки (для разло-

жения определителя обычно выбирают ту строку (столбец), где есть нулевые элементы, 
т. к. содержащие их слагаемые в разложении будут равны нулю). 
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Третий способ. Вычислим определитель, приведя его матрицу к треугольному ви-

ду с помощью элементарных преобразований. Для этого умножим элементы первой 
строки на число (-3) и сложим их с соответственными элементами второй строки; затем 
умножим элементы первой строки на число (-6) и сложим их с соответственными эле-
ментами третьей строки. Тем самым добиваемся того, чтобы все элементы первого 
столбца (кроме 111 =а ) оказались равными нулю (при этом, по свойству 6, определи-
тель не меняется): 

 

( ) ( ) ( ) ( )
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Далее, разделив все элементы второй строки на число (-6) и вынеся общий мно-

житель (-6) за знак определителя (по свойству 4), добиваемся того, чтобы новый эле-
мент а22 стал равным 1: 
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Для получения треугольной матрицы в данном случае достаточно умножить эле-

менты второй строки на число 15 и сложить их с соответственными элементами треть-
ей строки (при этом, по свойству 6, определитель не меняется). После этого вычислим 
определитель треугольной матрицы как произведение ее диагональных элементов (по 
свойству 10): 
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Пример 2. Вычислить определитель: 

011
101
110
111

d
c
b
а

. 

 
Решение. Сначала преобразуем определитель, вычитая из первой строки вторую. 

При этом величина определителя не изменится (по свойству 6). Затем разложим полу-
ченный определитель по элементам первой строки, так как в этой строке два нулевых 
элемента и, следовательно, в разложении придется вычислять только два определителя 
третьего порядка, входящих в алгебраические дополнения ненулевых элементов.  
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Понятие определителя восходит к Г. Лейбницу (G. Leibnitz); первая публикация в 

1750 г. принадлежит Г. Крамеру (G. Cramer). Теория определителей создана трудами А. 
Вандермонда (A. Vandermonde), П. Лапласа (P. Laplace), О. Коши (A. Cauchy) и 
К. Якоби (C. Jacobi). Термин «определитель» встречается впервые в 1801 г. у К. Гаусса. 
Современное обозначение введено в 1841 г. А. Кэли. 

 
 

2.3. Обратная матрица 
 
Пусть А – квадратная матрица n-го порядка. Квадратная матрица Х порядка n на-

зывается обратной для А, если АХ = ХА = Е, где Е – единичная матрица того же поряд-
ка. Матрицу Х, обратную для матрицы А, обозначают А-1. Так как определитель еди-
ничной матрицы равен единице, то из определения следует, что определитель матрицы, 
обратной для матрицы А, есть число, обратное определителю матрицы А. То есть мат-
рица, определитель которой равен нулю, не может иметь обратную матрицу. 

Квадратная матрица n-го порядка называется особенной (вырожденной), если ее 
определитель равен нулю. Если же определитель det (А) ≠ 0, то А называется неособен-
ной (невырожденной) матрицей. Можно доказать, что всякая невырожденная матрица 
имеет обратную матрицу. Есть несколько способов нахождения матрицы, обратной 
данной. Один из них состоит в вычислении алгебраических дополнений всех элементов 
невырожденной матрицы А. 

Например, матрицей, обратной для матрицы второго порядка ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211

аа
аа

А , 

0)det( ≠=Δ A , будет матрица ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
Δ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

=
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ΔΔ

ΔΔ=−

1121

1222

2221

1211

2221

1211

1 11
аа
аа

АА
АА

АА

АА

А ,  

где Aij есть алгебраическое дополнение элемента aij определителя Δ = det (А).  
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Аналогично матрицей, обратной для невырожденной матрицы 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

ааа
ааа
ааа

А  

третьего порядка, 0)det( ≠=Δ A , будет матрица 
 

,1

332313

322212

312111

332313

322212

312111

1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Δ
=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ΔΔΔ

ΔΔΔ

ΔΔΔ

=−

AAA
AAA
AAA

AAA

AAA

AAA

A  

 
где Aij есть алгебраическое дополнение элемента aij определителя Δ = det (А).  

 

Пример. Найти обратную матрицу А-1, если 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

121
011
322

A . 

Решение.  

Найдем определитель матрицы А: 01203062
121
011
322

≠−=−−−++−=
−

−=Δ . 

 
Находим алгебраические дополнения элементов матрицы: 
 

( ) .4
11

22
;3

01
32

;31302
01
32

;6
21
22

;5
11
32

;4)2312(
12
32

;2
21
11

;1
11
01

;12011
12
01

333231

232221

131211

−=
−

==−==−⋅−⋅=
−

=

−=
−

−==
−

==⋅−⋅−=−=

=
−

−
=−=

−
−=−=⋅−⋅−=

−
=

AAA

AAA

AAA

 

 
Записываем обратную матрицу, применяя формулу: 
 

=−1A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Δ
332313

322212

3121111

AAA
AAA
AAA

 = 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
−−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

−
461
351
341

461
351
341

1
1 . 

 
Убеждаемся, что матрица, обратная данной матрице А, найдена правильно, прове-

ряя, что А А-1 = Е: 
 

Е=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−+−−+−
++−++−+−
+−−+−−−+

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

100
010
001

4636104121
033054011

126618108322

461
351
341

121
011
322
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2.4. Ранг матрицы 
 

2.4.1. Миноры матрицы 
Рассмотрим прямоугольную матрицу, состоящую из m строк и n столбцов. Выде-

лим в этой матрице какие-нибудь k строк и k столбцов, где k ≤ m  и k ≤ n. Из элементов, 
стоящих на пересечении выделенных строк и столбцов, составим определитель k-го по-
рядка. Все такие определители называются минорами k-го порядка данной матрицы. Из 
матрицы размера m × n можно составить Сm

k ⋅ Сn
k миноров k-го порядка. 

 

Например, из матрицы 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

7303
4112
3211

A  можно составить 121
3

1
4 =⋅СС  миноров 

первого порядка – это сами элементы матрицы A,  182
3

2
4 =⋅СС  миноров второго поряд-

ка и 43
3

3
4 =⋅СС  минора третьего порядка. 
Так как в матрице A третья строка получается при сложении первых двух строк, то 

все миноры третьего порядка равны нулю. Однако существуют миноры второго поряд-

ка, отличные от нуля, например 03
12
11

≠=
−

. 

 
 

2.4.2. Определение ранга матрицы 
Рангом матрицы A называется наивысший порядок отличного от нуля минора 

этой матрицы и обозначается r (A). В приведенном выше примере r (A) = 2.  
Из определения следует, что: а) ранг матрицы Аm× n не превосходит меньшего из 

ее размеров, т. е. ( ) ( )nmAr nm ,min≤× ; б) r (A) = 0 тогда и только тогда, когда  A – нуле-
вая матрица. На основании свойств определителей можно доказать, что ранг матрицы 
не меняется, если произвести следующие элементарные преобразования: 

1. Транспонирование, т. е. замена каждой строки столбцом с тем же номером. 
2. Перестановка двух строк или двух столбцов. 
3.  Умножение всех элементов строки или столбца на любое число, отличное от нуля. 
4. Прибавление ко всем элементам строки или столбца соответствующих элемен-

тов параллельной строки (столбца), умноженных на одно и то же число. 
Таким образом, для определения ранга матрицы отпадает необходимость нахож-

дения миноров всех порядков, так как с помощью элементарных преобразований дан-
ную матрицу можно привести к ступенчатому виду: 

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

00000

00000
000

00
0

333

2222

111111

KKKK

KKKKKKKKK

KKKK

KKKK

KKKKKKKKK

KKKK

KKKK

KKKK

rnrs

nsl

nslk

nslk

aa

aaa
aaaa
aaaaa

В , 

 
где 0,,0,,0,,0 3211 ≠≠≠≠ rslk aaaa KKK . Так как в полученной матрице существует 
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отличный от нуля минор порядка r, составленный из строк и столбцов, содержащих уг-
ловые элементы ступенчатой матрицы, то ее ранг (и ранг исходной матрицы А) равен r. 
Следовательно, ранг матрицы А равен числу r угловых элементов (либо числу ненуле-
вых строк) ступенчатой матрицы В, полученной из данной матицы А с помощью эле-
ментарных преобразований. 

Пример. Найти ранг матрицы 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

3314
1103
2411

A  

Решение. Приведем матрицу А к ступенчатому виду.  Для этого умножим первую 
строку матрицы А на (-3) и сложим ее со второй строкой; затем умножим первую стро-
ку на (-4) и сложим ее с третьей строкой. Далее, умножим вторую строку новой матри-
цы на (-1) и сложим ее с третьей строкой. Получим: 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

3314
1103
2411

A ∼
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−

51330
51330

2411
∼

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

−

0000
51330

2411
. 

 
Последняя матрица содержит две ненулевые строки (это строки с угловыми эле-

ментами, равными 1 и 3), поэтому ее ранг равен двум. Тогда и ранг исходной матрицы 
равен двум: r (A) = 2.  
 
 

2.5. Линейное пространство 
 

2.5.1. n-мерные векторы 
Назовем упорядоченную последовательность n чисел n-мерным арифметическим 

вектором и запишем в виде а = (а1, а2, .., аn).  Числа а1, а2, .., аn называются компонен-
тами вектора а, а число n (количество компонент) называется размерностью вектора а.  

Два n-мерных вектора а = (а1, а2, .., аn) и b = (b1, b2, …, bn) равны тогда и только тогда, 
когда равны их соответствующие компоненты, т. е. a = b, если a1 = b1, a2 = b2, …, an = bn. 

Суммой двух векторов одинаковой размерности называется вектор с = a + b, ком-
поненты которого равны суммам соответствующих компонент слагаемых векторов: 
ci=ai+bi, i = 1, 2, …, n.  

Произведением вектора а на действительное число λ называется вектор р = λа, 
каждая компонента которого равна произведению числа λ на соответствующую компо-
ненту вектора а: рi = λai, i = 1, 2, …, n. 

Операции сложения векторов и умножения вектора на число называются линей-
ными операциями. Нетрудно доказать, что линейные операции над n-мерными вектора-
ми удовлетворяют следующим условиям (где a, b,  с – n-мерные векторы, α, β – числа): 

1) a + b = b + a – коммутативность сложения векторов; 
2) (a + b) + с = a + (b + с) – ассоциативность сложения векторов; 
3) существование нулевого вектора 0 = (0, 0, …, 0), такого, что a + 0 = 0 + a = а для 

любого вектора  а; 
4) существование противоположного вектора (-a) для любого n-мерного вектора a, 

такого, что a + (-a) = (-a) + a = 0;  
5) α(βa) = (αβ)a – сочетательное относительно числового множителя свойство; 
6) α(a + b) = αa + αb – распределительное относительно суммы векторов свойство; 
7) (α+β)a = αa + βа – распределительное относительно суммы числовых множите-

лей свойство; 
8) ⋅1 а = а для любого вектора а. 
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Множество всех n-мерных арифметических векторов, в котором определены опе-

рации сложения векторов и умножения вектора на число, удовлетворяющие указанным 
восьми условиям, называется n-мерным арифметическим линейным (векторным) про-
странством и обозначается Rn.  

 
Пример 1. Даны векторы а = (1, -1, 2, 5), b = (2, -1, -3, 4), с = (1, 0, 4, 1).  
Найти: а) a + b; б) a - 2b; в) 2a + b - 3с. 
Решение.  
а) a + b = (1, -1, 2, 5) + (2, -1, -3, 4) = (1+2, (-1)+(-1), 2+(-3), 5+4) = (3, -2, -1, 9). 
б) a - 2b = (1, -1, 2, 5) - 2(2, -1, -3, 4) = (1, -1, 2, 5) – (4, -2, -6, 8) =  
= (1-4, (-1)-(-2), 2-(-6), 5-8) = (-3, 1, 8, -3). 
в) 2a + b - 3с = 2(1, -1, 2, 5) + (2, -1, -3, 4) - 3(1, 0, 4, 1) = (2, -2, 4, 10) + (2, -1, -3, 4)– 

 - (3, 0, 12, 3) = (2+2-3, (-2)+(-1)-0, 4+(-3)-12, 10+4-3) = (1, -3, -11, 11). 
 
Кроме линейных операций можно определить умножение векторов пространства Rn. 
Скалярным произведением двух n-мерных арифметических векторов а = (а1, а2, .., 

аn) и b = (b1, b2, …, bn) называется число, равное сумме произведений их соответствую-
щих компонент и обозначаемое (а, b) или аb: (а, b) =  а1b1 +  а2b2 + … +  аnbn. 

Свойства скалярного произведения (a, b, с – n-мерные векторы, λ – число): 
1) (а, b) = (b, а) – скалярное произведение коммутативно; 
2) (λа, b) = (а, λb) = λ(а, b) – числовой множитель можно выносить за знак скаляр-

ного произведения; 
3) (a + b, с) = (а, с) + (b, с) – скалярное произведение дистрибутивно относительно 

сложения векторов;  
4) (а, а)≥ 0 при любом  а, причем (а, а) = 0 тогда и только тогда, когда а = 0. 

 
Длиной n-мерного вектора а называется число ( )аа, , обозначаемое а : а  = 

( ) 22
2

2
1, nааа +++= Kаа . Из свойства 4) скалярного произведения векторов следует, 

что каждый n-мерный вектор а обладает длиной, причем нулевой вектор 0 является 
единственным вектором, длина которого равна нулю: |0| = 0. (Заметим, что а  называ-
ется также абсолютной величиной, или модулем, вектора а.) 

Скалярное произведение (а, а) называется скалярным квадратом вектора а и обо-
значается символом а2. Из определения длины вектора следует, что квадрат длины век-
тора равен его скалярному квадрату: |a|2 = (а, а) =  а2. 

Для n-мерных векторов а и b можно доказать следующие числовые соотношения: 
• аа ⋅λ=λ  (λ – любое действительное число); 

• ( ) baba ⋅≤,  – неравенство Коши-Буняковского; 

• baba +≤+  – неравенство треугольника. 
Вектор называется нормированным, или единичным, если его длина равна едини-

це: а  = 1. Каждый ненулевой вектор а можно нормировать, т. е. умножить на такое 
действительное число λ, чтобы вектор λа был нормированным. Действительно, если 

а
1

=λ , то 111
=⋅==λ а

а
а

а
а . 

Из неравенства Коши-Буняковского следует, что для ненулевых векторов а и b 

справедливо следующее неравенство: ( ) 1,1 ≤
⋅

≤−
ba
ba . 
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Углом между ненулевыми векторами а и b называется число φ из отрезка [0, π], 

удовлетворяющее равенству ( )
ba
ba
⋅

=ϕ
,cos . Из этого равенства следует, что скалярное 

произведение векторов а и b равно произведению длин этих векторов на косинус угла 
между ними: ( ) ϕ⋅⋅= cos, baba . 

Два ненулевых вектора а и b называются коллинеарными, если угол φ между ни-
ми равен нулю или π. Если φ = 0, то векторы а и b считаются одинаково направленными 
(обозначается ba ↑↑ ), а если φ = π, то векторы а и b противоположно направлены 
(обозначается ba ↑↓ ).  

Можно доказать, что ненулевые векторы а и b коллинеарны тогда и только тогда, 
когда существует такое число λ, что b = λа. Таким образом, ненулевые n-мерные векто-
ры а и b коллинеарны тогда и только тогда, когда их соответствующие компоненты 
пропорциональны. Заметим, что нулевой вектор считается коллинеарным с любым век-
тором а, так как 0 = ⋅0 а. 

Векторы а и b называются ортогональными, или перпендикулярными, если их 
скалярное произведение равно нулю. Ясно, что нулевой вектор ортогонален каждому 
вектору. Ненулевые векторы а и b ортогональны тогда и только тогда, когда угол меж-
ду ними равен π/2. 

 
Пример 2. Вычислить угол между векторами а = (1, 4, -2, 2) и b = (3, 1, 1, 5). 
Решение. Сначала вычислим скалярное произведение векторов а и b: (а, b) = 

( ) 1552121431 =⋅+⋅−+⋅+⋅ . Затем найдем длины каждого из векторов а и b: 

( ) 5252241 2222 ==+−++=а ; 6365113 2222 ==+++=b . Вычислим коси-

нус угла φ между векторами а и b по формуле ( )
ba
ba
⋅

=ϕ
,cos : 

2
1

65
15cos =
⋅

=ϕ . Так как 

число 
2
1arccos=ϕ  принадлежит отрезку [0, π], то φ = π/3. 

 
Пример 3. Вычислить угол между векторами 3а+2b и а+5b, если а и b – единич-

ные перпендикулярные векторы. 
Решение. Так как а и b – единичные перпендикулярные векторы, то скалярный 

квадрат каждого вектора равен единице, а их скалярное произведение (а, b) = 0.  
Для удобства обозначим с = 3а + 2b и d = а + 5b. Используя свойства скалярного 

произведения, найдем: (с, d) = (3а + 2b, а + 5b) = (3а, а) + (3а, 5b) + (2b, а) + (2b, 5b) = 
3(а, а) + 15(а, b) + 2 (b, а) + 10(b, b)  =  3(а, а) + 15(а, b) + 2(а, b) + 10(b, b)  =  3(а, а) +  
17(а, b) + 10(b, b) = 1311001513 =⋅+⋅+⋅ . Далее найдем скалярные квадраты векторов с 
и d, а затем их длины: (с, с) = (3а + 2b, 3а + 2b)  =  (3а, 3а) + (3а, 2b) + (2b, 3а) + (2b, 
2b) = 9(а, а) + 6(а, b) + 6 (b, а) + 4(b, b) = 9(а, а) + 6(а, b) + 6(а, b) + 4(b, b) = 9(а, а) + 
12(а, b) + 4(b, b) = 9 + 0 + 4 =13; 
(d, d)  =  (а + 5b, а + 5b)  =  (а, а) + (а, 5b) + (5b, а) + (5b, 5b) = (а, а) + 5(а, b) + 5(b, а) + 
25(b, b) = (а, а) + 5(а, b) + 5(а, b) + 25(b, b) = (а, а) + 10(а, b) + 25(b, b) = 1 + 0 + 25 = 26. 

( ) ( ) 26,;13, ==== dddссс . 

Вычислим косинус угла φ между векторами с и d по формуле ( )
dc
dс
⋅

=ϕ
,cos : 

2
1

213
13

2613
13cos ==
⋅

=ϕ . Угол φ между векторами с и d  равен π/4. 
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2.5.2. Определение линейного пространства 
Понятие линейного пространства является одним из основных понятий совре-

менной математики. Следует отметить, что в качестве «векторов» – элементов линей-
ного пространства могут рассматриваться объекты любой природы. Поэтому опреде-
ление линейного пространства формулируется следующим образом: 

Непустое множество V элементов x, y, z, ... называется линейным (векторным) 
пространством над полем действительных чисел, если оно удовлетворяет сле-
дующим условиям: 

I. Для любых двух элементов Vyx ∈,  однозначно определен третий элемент 
z∈V, называемый их суммой и обозначаемый  z = х + у, причем выполняются свойства: 

1) х + у = у + х (коммутативность); 
2) x + (y + z) = (x + y) + z (ассоциативность); 
3) во множестве V существует такой элемент 0, что x + 0 = 0 + x = x для всех x∈V 

(существование нулевого элемента);  
4) для каждого x∈V существует такой элемент -х ∈V, что х+(-х) = 0 (существо-

вание противоположного элемента). 
II. Для любого действительного числа α и любого элемента x∈V определен эле-

мент αx∈V (произведение элемента х на число α), причем выполняются свойства: 
5) α(βх) = (αβ)х (ассоциативность произведения относительно числового множи-

теля); 
6) α(х + у) = αх + αу  (дистрибутивность произведения относительно суммы эле-

ментов); 
7) (α+β)х = αх + βх (дистрибутивность произведения относительно суммы число-

вых множителей); 
8) ⋅1 х = х. 
Можно доказать, что нулевой элемент 0 и элемент (-х), противоположный элемен-

ту х, определяются однозначно. 
 

Примеры линейных пространств 
1. Совокупность свободных векторов на плоскости или в пространстве с опера-

циями сложения векторов и умножения вектора на действительное число есть линейное 
пространство. 

2. Арифметическое пространство Rn с операциями сложения векторов и умно-
жения вектора на число есть линейное пространство. 

3. Множество действительных чисел R есть линейное пространство с обычными 
арифметическими операциями сложения и умножения чисел. 

4. Множество комплексных чисел С есть линейное пространство с обычными 
арифметическими операциями сложения и умножения чисел. 

5. Множество всех матриц одного и того же размера является линейным пространст-
вом относительно операций сложения матриц и умножения матрицы на число. 

Важным понятием в теории линейных пространств является понятие линейной зави-
симости векторов. 

Пусть дана система векторов а1, а2, …, аm линейного пространства V; выберем m 
произвольных чисел λ1, λ2, …, λm (чисел столько же, сколько векторов в системе). Век-
тор b = λ1а1 + λ2а2 + … + λmаm  называется линейной комбинацией векторов  а1, а2, …, аm  
с коэффициентами  λ1, λ2, …, λm. Говорят также, что вектор  b  разлагается по векто-
рам  а1, а2, …, аm. Числа  λ1, λ2, …, λm  называются коэффициентами разложения век-
тора b по системе векторов а1, а2, …, аm. 

Система  векторов а1, а2, …, аm называется линейно зависимой, если существуют 
такие числа  λ1, λ2, …, λm, не равные одновременно нулю, что  λ1а1 + λ2а2 + … + λmаm = 0. 



31 
 

Система  векторов а1, а2, …, аm называется линейно независимой, если равенство 
λ1а1 + λ2а2 + … + λmаm  = 0  выполняется только при λ1 = λ2 = … = λm = 0. 

Отметим некоторые свойства линейно зависимых и линейно независимых сис-
тем векторов. 

• Система, состоящая из одного ненулевого вектора а, линейно независима. 
• Система  векторов, содержащая нулевой вектор, линейно зависима. 
• Система  векторов а1, а2, …, аm  линейно зависима, если хотя бы один из векторов 

системы разлагается по остальным векторам этой системы. 
• Если часть системы векторов а1, а2, …, аm  линейно зависима, то и вся система  

а1, а2, …, аm  линейно зависима. 
• Если система векторов а1, а2, …, аm  линейно независима, то и любая ее часть 

линейно независима. 
Базисом системы векторов а1, а2, …, аm называется такая ее часть b1, b2, …, br  

(каждый из векторов b1, b2, …, br является одним из векторов а1, а2, …, аm), которая 
удовлетворяет следующим условиям: 

1)  b1, b2, …, br  – линейно независимая система; 
2) любой вектор системы а1, а2, …, аm  разлагается по векторам  b1, b2, …, br. 
Второе условие равносильно следующему: любой вектор системы а1, а2, …, аm, не 

входящий в систему b1, b2, …, br, может быть представлен в виде линейной комбинации 
векторов  b1, b2, …, br. Можно доказать, что если система векторов а1, а2, …, аm содер-
жит ненулевой вектор, то она имеет базис и каждый вектор системы а1, а2, …, аm един-
ственным образом разлагается по векторам ее базиса. 

Система векторов а1, а2, …, аm может иметь не один базис, но все базисы одной и 
той же системы векторов содержат одно и то же число векторов, которое называется 
рангом системы векторов. Ранг системы векторов а1, а2, …, аm обычно обозначается та-
ким образом: r(а1, а2, …, аm) = r. 

Так как базис системы векторов – это часть данной системы, то ранг системы век-
торов а1, а2, …, аm не превосходит числа векторов в системе, т. е. mr ≤ , причем mr < , 
если система векторов а1, а2, …, аm  линейно зависима, и mr = , если система векторов 
линейно независима. Верно и обратное: если mr = , то система векторов а1, а2, …, аm  
линейно независима, а если mr <  – то линейно зависима. 

Ранг системы векторов непосредственно связан с рангом матрицы. Так как матрица  
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состоит из m строк и n столбцов, то ее строки можно рассматривать как n-мерные век-
торы, а столбцы – как m-мерные векторы. Тогда можно считать, что матрица А – это 
система из m векторов-строк или система из n векторов-столбцов. Можно доказать, что 
ранги этих двух систем векторов равны между собой и равны рангу матрицы А. Таким 
образом, для того, чтобы найти ранг системы векторов, нужно записать матрицу, для 
которой эти векторы будут столбцами или строками, и определить ранг этой матрицы, 
приведя ее к ступенчатому виду. 
 

Пример. Выяснить, является ли данная система векторов линейно зависимой или 
линейно независимой: 1) а1 = (1, 1, -1, -2), а2 = (5, 8, -2, -3), а3 = (3, 9, 3, 8);   

2) а1 = (1, 2, -1, 1), а2 = (-1, 1, 2, 5), а3 = (2, 1, 1, 8), а4 = (3, 3, 1, -5). 
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Решение. а) Составим матрицу, строки которой равны данным векторам, и при-
ведем ее к ступенчатому виду. Для этого сначала первую строку умножим на (-5) и сло-
жим со второй строкой и, умножив первую строку на (-3), сложим ее с третьей строкой. 
Далее перепишем первую и вторую строки, а к получившейся третьей строке прибавим 
вторую строку, умноженную на (-2).  
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Ступенчатая матрица имеет две ненулевые строки, следовательно, ее ранг равен 

двум. Данная система векторов состоит из трех векторов, а ее ранг равен двум, следо-
вательно, данная система векторов линейно зависима. 

б) Составим матрицу, строки которой равны данным векторам, и приведем ее к сту-
пенчатому виду. На первом шаге сложим первую и вторую строки; умножим первую 
строку на (-2) и сложим с третьей строкой; умножим первую строку на (-3) и сложим с 
четвертой строкой. На втором шаге прибавим вторую строку к третьей, затем прибавим 
вторую строку к четвертой строке. Далее разделим все элементы третьей строки на 4. И, 
наконец, умножив третью строку на (-5), сложим ее с четвертой строкой. 
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Последняя матрица – треугольная, ее ранг равен 4, следовательно, ранг системы 

векторов а1, а2, а3, а4 тоже равен четырем. Ранг системы векторов равен числу векторов 
системы, значит, данная система векторов линейно независима. 

Линейное пространство V называется n-мерным, если в нем существует линейно 
независимая система из n векторов, а любая система из (n +1) векторов линейно зави-
сима. Число n называется размерностью пространства V и обозначается: n = dim V. 

Система линейно независимых векторов называется базисом пространства V, ес-
ли каждый вектор из V разлагается по векторам этой системы. Каждый базис n-мерного 
пространства состоит из n векторов, поэтому размерность линейного пространства рав-
на числу векторов его любого базиса.  

Пусть а1, а2, …, аn – некоторый базис линейного пространства V. Можно дока-
зать, что каждый вектор х линейного пространства V можно представить и притом 
единственным способом в виде линейной комбинации векторов базиса: х = х1а1 + х2а2 + 
…+ хnаn. Коэффициенты разложения (х1, х2 , …, хn) вектора х по базису а1, а2, …, аn на-
зываются координатами вектора х в этом базисе. Базис обычно записывают в виде 
матрицы-строки (а) = (а1, а2, …, аn), а координаты вектора представляют матрицей-

столбцом Х = 
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Пусть в линейном пространстве V имеются два базиса: старый  а1, а2, …, аn и но-
вый  b1, b2, …, bn. Каждый из векторов нового базиса можно выразить в виде линейной 
комбинации векторов старого базиса: 

 
b1 = с11а1 + с12а2+ … + с1nаn, 
b2 = с21а1 + с22а2+ … + с2nаn,              (*) 
……………………………… 
bn = сn1а1 + сn2а2+ … + сnnаn.  

Матрица 
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* , составленная из коэффициентов разложения 

векторов нового базиса по векторам старого базиса (координаты векторов b1, b2, …, bn 
располагаются в этой матрице по столбцам), называется матрицей перехода от старого 
базиса к новому. Если записать каждый базис как матрицу-строку (а) = (а1, а2, …, аn),  
(b)= (b1, b2, …, bn), то формулы (*) можно представить в матричном виде: (b) = (а)С*. 
Столбцы матрицы С* являются линейно независимыми, поэтому С* – невырожденная 
матрица, следовательно, имеет обратную. Матрица (С*)-1 является матрицей обратного 
перехода – от нового базиса к старому, так как (а) = (b)(С*)-1.   

Если вектор х имеет координаты (х1, х2, …, хn) относительно старого базиса и ко-
ординаты (х1

/, х2
/, …, хn

/) относительно нового базиса, то зависимость между ними осу-
ществляется по формулам: 
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Матрица С называется матрицей преобразования координат вектора при пере-

ходе от одного базиса к другому. Так как С является транспонированной по отношению 
к невырожденной матрице С*, то она также невырожденная, причем det С = det С* 0≠ . 

Линейным подпространством L линейного пространства V называется подмно-
жество VL ⊂ , если выполняются следующие условия:  

1) если х, у ∈  L, то х + у ∈  L; 
2) если х ∈  L, λ ∈  R, то λ х∈  L. 
Другими словами, подмножество линейного пространства является линейным 

подпространством, если оно замкнуто относительно операций сложения векторов и ум-
ножения вектора на число. Нетрудно показать, что линейное подпространство само яв-
ляется линейным пространством, т. е. для векторов подпространства выполняются все 
восемь условий из определения линейного пространства. 

 
 

2.5.3. Евклидово пространство 
Линейное пространство V называется евклидовым, если каждой упорядоченной 

паре векторов х, у из V поставлено в соответствие некоторое действительное число (х, 
у), называемое скалярным произведением вектора х на вектор у и удовлетворяющее 
следующим условиям: 

1) (х, у) = (у, х) – коммутативность; 
2) (λ х, у) = λ (х, у) – ассоциативность относительно умножения на число; 
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3) (х + у, z) = (х, z) + (у, z) – дистрибутивность относительно сложения; 
4) (х, х)≥ 0; причем если (х, х) = 0, то х = 0 – неотрицательность скалярного квадра-

та вектора. 
Чаще всего евклидово пространство обозначается буквой Е. В евклидовом про-

странстве Е можно определить длину или норму вектора, а также угол между векторами. 
Длиной (нормой) вектора х в евклидовом пространстве Е называется арифметиче-

ское значение корня квадратного из его скалярного квадрата. Обозначается норма (или 
длина) вектора х так: х  или х , мы будем применять первое обозначение; таким об-

разом ( )ххх ,= . 

Угол φ между двумя векторами х, у определяется условиями: ( )
yx
yx
⋅

=ϕ
,cos , 

[ ]π∈ϕ ,0 .  
Два вектора называются ортогональными, если их скалярное произведение равно 

нулю. Нулевой вектор ортогонален каждому вектору по определению. Ненулевые век-
торы х и у ортогональны тогда и только тогда, когда угол между ними равен π/2, так как 

0
2

cos =
π . 

Говорят, что векторы е1, е2, …, еn n-мерного евклидова пространства Е образуют 
ортонормированный базис, если эти векторы попарно ортогональны и норма (длина) 
каждого из них равна единице: ( ) 0, =ji ee  при ( ) 1,1,; ==≠ iiiji eee ; i = 1, 2, … n. 

Можно доказать, что во всяком n-мерном евклидовом пространстве Е существует 
ортонормированный базис. Более того, любой базис евклидова пространства можно 
преобразовать в ортогональный базис с помощью процесса ортогонализации, а затем, 
разделив каждый вектор на его длину, получить ортонормированный базис. 

Ясно, что n-мерное арифметическое пространство Rn является евклидовым. При-
мером ортонормированного базиса в Rn служит так называемый стандартный базис, 
состоящий из векторов: е1 = (1, 0, 0, …, 0),  е2 = (0, 1, 0, …, 0),  е3 = (0, 0, 1, …, 0),  …, 
еn= (0, 0, 0, …, 1). Каждый n-мерный вектор а = (а1, а2, ..., аn) разлагается по стандарт-
ному базису с коэффициентами, равными его компонентам:  а = а1е1 + а2е2 + …+ аnеn,  
то есть  (а1, а2, ..., аn) – координаты n-мерного вектора а в стандартном базисе.  
 
 

2.5.4. Понятие линейного оператора 
Одно из фундаментальных понятий матричной алгебры – понятие линейного 

оператора, которое имеет много практических приложений. Пусть Ã: V→V/ – отобра-
жение линейного пространства V в линейное пространство V/, ставящее в соответствие 

каждому вектору х пространства V вектор у = Ãх пространства V/. Вектор называется у 
образом вектора х, а вектор х – прообразом вектора у. 

Отображение Ã: V→V/ называется линейным, если оно удовлетворяет следующим 
двум условиям («условиям линейности»): 

1) для любых двух векторов х1 и х2 пространства V: Ã (х1 + х2) = Ãх1 + Ãх2; 
2) для любого вектора х пространства V и любого числа λ: Ã(λх) = λ(Ãх). 
Из данных условий следует, что любая линейная комбинация λ1х1 + λ2х2 + … + 

λmхm  каких-либо векторов х1, х2, …, хm  пространства V при линейном отображении пе-
реходит в линейную комбинацию λ1у1 + λ2у2 + … + λmуm  векторов  у1 = Ãх1, у2 = Ãх2, … 
уm = Ãхm пространства V/ с теми же коэффициентами. 

Из первого условия также следует, что всякое линейное отображение переводит 
нулевой вектор пространства V в нулевой вектор пространства V/. 
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Линейное отображение линейного пространства V в себя называется линейным 
оператором. Примерами являются нулевой оператор Õ, переводящий все векторы про-
странства в нулевой вектор Õ(х) = 0, тождественный оператор Ĩ, переводящий каж-
дый вектор в себя: Ĩ(х) = х. 

Пусть а1, а2, …, аn – некоторый базис линейного пространства V. Линейный опе-
ратор Ã переводит векторы а1, а2, …, аn соответственно в векторы Ãа1, Ãа2, …, Ãаn. То-
гда произвольный вектор  х = х1а1 + х2а2 + …+ хnаn пространства V при отображении Ã 
переходит в вектор Ãх = х1Ãа1 + х2Ãа2 + …+ хnÃаn. Таким образом, линейный оператор 
Ã полностью определен, если заданы образы Ãа1, Ãа2, …, Ãаn векторов а1, а2, …, аn, 
образующих какой-нибудь базис линейного пространства V. Векторы Ãа1, Ãа2, …, Ãаn 
линейно выражаются через векторы базиса а1, а2, …, аn:   

Ãа1 = а11а1 + а21а2 + …+ аn1аn,  
Ãа2 = а12а1 + а22а2 + …+ аn2аn,  
……………………………….,  
Ãаn = а1nа1 + а2nа2 + …+ аnnаn.   

Матрица 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

aaa

aаa
ааа

А

K

KKKK

L

K

21

22221

11211

, столбцы которой есть координаты векторов  

 
Ãа1, Ãа2, …, Ãаn в базисе а1, а2, …, аn, называется матрицей линейного оператора Ã. Ес-
ли х = х1а1 + х2а2 + …+ хnаn = (а)Х  и у = Ãх = у1а1 + у2а2 + …+ уnаn = (а)Y, то справедливо 
равенство Y = АХ.  Таким образом, каждому линейному оператору n-мерного пространст-
ва V соответствует квадратная матрица А порядка n относительно данного базиса а1, а2, 
…, аn. В разных базисах оператор Ã имеет, вообще говоря, разные матрицы А и А/.  

Пусть в линейном пространстве V имеются два базиса: старый  а1, а2, …, аn и но-
вый  b1, b2, …, bn, а С* – матрица перехода от старого базиса к новому: (b) = (а)С*. 
Можно доказать, что матрицы А и А/ связаны равенством А/ = (С*)-1АС*. Матрицы А и 
А/, связанные таким соотношением, называются подобными. Следовательно, матрицы 
линейного оператора Ã в различных базисах подобны между собой, причем подобное 
преобразование осуществляется матрицами перехода от одного базиса к другому. Так 
как определитель произведения квадратных матриц одного и того же порядка равен 
произведению их определителей, а определители взаимно обратных матриц есть вза-
имно обратные числа, то подобные матрицы имеют равные определители. Линейное 
преобразование (оператор) пространства V называется невырожденным (неособен-
ным), если его матрица невырожденная, то есть ее определитель отличен от нуля.  

Заметим, что нулевому оператору Õ в любом базисе соответствует нулевая мат-
рица Θ порядка n, а тождественному оператору Ĩ в любом базисе соответствует еди-
ничная матрица Е порядка n. 

На множестве всех линейных преобразований (операторов) пространства V можно 
ввести операции сложения, умножения числа на линейное преобразование, произведе-
ния линейных преобразований, причем результаты этих действий полностью опреде-
ляются аналогичными действиями над матрицами линейных преобразований в некото-
ром базисе. 

Пространство – это логически мыслимая форма (или структура), служащая сре-
дой, в которой осуществляются другие формы и те или иные конструкции. Первым и 
важнейшим математическим пространством является трехмерное евклидово простран-
ство, представляющее приближенный и абстрактный образ реального пространства. 
Общее понятие пространства в математике сложилось в результате обобщения и видо-
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изменения понятий геометрии евклидова пространства. Общее понятие о математиче-
ских пространствах как «многократной протяженности» было выдвинуто в 1854 г. 
Б. Риманом (Bernhard Riemann). В современной математике пространство определяют 
как множество каких-либо объектов, для которых учитываются только те свойства их 
совокупности, которые определяются принятыми во внимание или введенными по оп-
ределению отношениями.  

Понятие линейного оператора является наряду с понятием линейного пространст-
ва главным в линейной алгебре и играет значительную роль в самых разнообразных 
областях математики и физики, прежде всего в математическом анализе и его прило-
жениях. Современное определение линейного оператора дал впервые Дж. Пеано 
(Giuseppe Peano) в 1888 г.  

 
 

2.6. Системы линейных алгебраических уравнений 
 

2.6.1. Основные понятия 
Линейным уравнением относительно неизвестных х1, х2, …, хn называется выраже-

ние вида ,2211 bxaxaxa nn =+++ K  где а1, а2, …, аn, b – числа. При этом а1, а2, …, аn 
называются коэффициентами уравнения, а b – свободным членом.  

Последовательность n чисел k1, k2, …, kn называется решением уравнения, если по-
сле подстановки х1 = k1, х2 = k2, …, хn = kn в данное уравнение оно превратится в верное 
числовое равенство. Решение уравнения можно записывать в виде матрицы-строки К = 
(k1, k2, …, kn). Два решения К = (k1, k2, …, kn) и L = (l1, l2, …, ln) уравнения считаются 
одинаковыми тогда и только тогда, когда k1 = l1, k2 = l2, …, kn = ln. Решить уравнение – 
это значит найти все его решения или установить, что их нет. 

Два линейных уравнения называются равносильными, если их решения совпадают.  
Уравнение bxxx n =⋅++⋅+⋅ 000 21 K , где 0≠b  называется противоречивым; оно 

не имеет решений. 
Уравнение 0000 21 =⋅++⋅+⋅ nxxx K  называется тривиальным, оно имеет беско-

нечно много решений, т. к. любая последовательность чисел (k1, k2, …, kn) является ре-
шением этого уравнения: 0000 21 =⋅++⋅+⋅ nkkk K . 

Если в уравнении bxaxaxa nn =+++ K2211  хотя бы одно из чисел а1, а2, …, аn от-
лично от нуля, то уравнение имеет решение. Предположим для определенности, что 

01 ≠а . Тогда n
n x

a
a

x
a
a

a
bx

1
2

1

2

1
1 −−−= K . В этом случае неизвестное х1 называется раз-

решенным, а остальные – свободными неизвестными. Если n > 1, то уравнение имеет 
бесконечно много решений, т. к. свободным неизвестным можно придавать любые зна-
чения бесконечным числом различных способов. При n = 1 уравнение имеет единст-
венное решение.  

Уравнение 02211 =+++ nn xaxaxa K  называется однородным. Однородное урав-
нение всегда имеет нулевое решение (0, 0, …, 0), т. е. 021 ==== nххх K . Если число 
неизвестных более одного, то однородное уравнение имеет бесконечно много ненуле-
вых решений; решение уравнения К = (k1, k2, …, kn) считается ненулевым, если хотя бы 
одно из чисел k1, k2, …, kn отлично от нуля. 

Системой m линейных алгебраических уравнений с n неизвестными называется 
система вида: 
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Если в системе (6.1) все свободные члены mbbb ,,, 21 K  равны нулю, то она называ-

ется однородной; в противном случае – неоднородной. 
Рассмотрим матрицу A, составленную из коэффициентов при неизвестных систе-

мы (6.1) и матрицу А , получаемую из A добавлением столбца свободных членов: 
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 и 
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Матрицу A называют матрицей системы (6.1), а матрицу А  называют расширен-

ной матрицей системы (6.1). Очевидно, что r(A) ≤ r( А ), так как каждый минор матри-
цы A будет минором матрицы А , но не наоборот. (Заметим, что в некоторых пособиях 
расширенную матрицу системы уравнений обозначают А*.) 

Если обозначить столбец неизвестных и столбец свободных членов соответствен-

но 
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, , то систему уравнений (6.1) удобно записывать в так называемой 

матричной форме:                                ВХА =⋅ .                            (6.2) 
Произведение матриц ХА ⋅  определено, так как матрица А содержит n столбцов, а  

матрица Х – n строк. 
Решением системы линейных уравнений (6.1) называется совокупность n значений 

неизвестных (k1, k2, …, kn), которая является решением каждого уравнения системы. Сис-
тема уравнений, имеющая хотя бы одно решение, называется совместной, а система, не 
имеющая ни одного решения, называется несовместной. Совместная система уравнений 
называется определенной, если она имеет единственное решение, и неопределенной, если 
она имеет более одного решения. В последнем случае каждое ее решение называется ча-
стным решением системы уравнений. Совокупность всех частных решений называется 
общим решением. Решить систему уравнений – это значит выяснить, совместна она или 
несовместна, и если система совместна, то найти ее общее решение.  

Две системы уравнений называются равносильными, или эквивалентными, если 
они имеют одно и то же общее решение или обе несовместны. Другими словами, две 
системы  уравнений эквивалентны, если каждое решение одной из них является реше-
нием другой и наоборот.  

Следующие действия над уравнениями системы называются элементарными пре-
образованиями: 

1) перестановка местами двух уравнений системы; 
2) умножение обеих частей какого-либо уравнения системы на отличное от нуля число; 
3) замена i-го уравнения системы уравнением, которое получается путем почлен-

ного сложения i-го и j-го уравнений системы.     
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Можно доказать, что элементарные преобразования переводят данную систему 
уравнений в равносильную ей систему уравнений. 

Если в результате элементарных преобразований получится тривиальное уравне-
ние, то его можно отбросить; если же получится противоречивое уравнение, то это бу-
дет означать, что система уравнений несовместна.  

Заметим, что элементарные преобразования над уравнениями системы (6.1) будут 
соответствовать элементарным преобразованиям над строками матрицы А , поэтому на 
практике удобнее работать не с системой уравнений, а с ее расширенной матрицей. По-
явление тривиального уравнения будет соответствовать нулевой строке расширенной 
матрицы, а появление противоречивого уравнения – появлению строки, в которой все 
элементы, кроме последнего, равны нулю. 

 
 

2.6.2. Решение систем линейных уравнений методом Гаусса 
Теорема Кронекера-Капелли. Для того чтобы система линейных уравнений (6.1) 

была совместна, необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы этой системы был ра-
вен рангу ее расширенной матрицы, т. е. чтобы r(A) = r( А ).  

Обозначим r(A) = r( А ) = r. Из теоремы Кронекера-Капелли следует:  
а) если ранг r матрицы А системы линейных уравнений (6.1) равен числу неиз-

вестных (т. е. r = n), то эта система имеет единственное решение, причем все неизвест-
ные являются разрешенными;  

б) если ранг матрицы совместной системы линейных уравнений (6.1) меньше чис-
ла неизвестных (r < n), то эта система имеет бесконечно много решений, а именно: не-
которым (n - r) неизвестным, называемым свободными неизвестными, можно прида-
вать произвольные значения, тогда оставшиеся r неизвестных определяются уже един-
ственным образом, т. е. являются разрешенными. 

Практически для решения систем линейных уравнений чаще всего применяется 
метод Гаусса, состоящий в последовательном исключении неизвестных. 

Пусть дана система линейных алгебраических уравнений (6.1): 
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Процесс решения по методу Гаусса состоит из двух этапов. На первом этапе (пря-

мой ход) с помощью элементарных преобразований система уравнений (или ее расши-
ренная матрица) приводится к ступенчатому виду:  
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 (6.3) 

где .,,2,1,0, rianr ii K=≠≤   
Если после определенного шага получится система, содержащая противоречивое 

уравнение, тогда исходная система уравнений несовместна. Если ступенчатая система 
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(6.3) не содержит противоречивого уравнения, то можно переходить ко второму этапу 
метода Гаусса. 

На втором этапе (обратный ход) идет последовательное определение неизвестных 
из ступенчатой системы (6.3). 

Возможны два случая: 
• пr = . Тогда последнее уравнение системы имеет вид: пппп bхa = , откуда 

пп

п
п a

b
х = . Из предпоследнего уравнения находим 1−пх  и т. д. Из первого уравне-

ния системы (6.3) находим 1х . Система уравнений имеет единственное решение; 
• пr < . Тогда система имеет бесчисленное множество решений. Полагаем 

nr xx ,,1 K+  свободными неизвестными. Из последнего уравнения этой системы 
выражаем rx  через свободные неизвестные nr xx ,,1 K+ . Затем подставляем зна-
чение rx  в предпоследнее уравнение системы (3) и выражаем 1−rx  через свобод-
ные неизвестные nr xx ,,1 K+  и так далее. Получим общее решение системы урав-
нений (6.3), которое будет общим решением равносильной ей исходной системы 
(6.1).  
Замечание. Обычно разрешенными (несвободными) считаются неизвестные, ко-

эффициенты при которых в ступенчатой системе – угловые элементы, хотя это не обя-
зательно. 

Пример 1. Решить методом Гаусса систему уравнений: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−+−
−=+−+
=−+−

=+−+

432
125
23223

12

4321

4321

4321

4321

хххх
хххх
хххх

хххх

. 

Решение. Запишем расширенную матрицу данной системы уравнений: 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−

−−

−

=

43112

12115

23223

11112

А . 

Умножив первую строку на 
2
3

− , сложим ее со второй; затем, умножив первую строку 

на 
2
5

− , сложим ее с третьей строкой; и, наконец, умножив первую строку на 1− , сло-

жим ее с четвертой строкой. В  полученной матрице умножим вторую и третью строки 
на 2 (для того чтобы получились целые числа; но это делать не обязательно). 
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2
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 ~ 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−−

−−
−

34220
71330

19770
11112

. 

 
Далее первую и вторую строки оставляем без изменения. Потом умножим вторую 

строку на 
7
3

−  и сложим с третьей строкой, затем умножим вторую строку на 
7
2

−  и 
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сложим с четвертой строкой. После этого умножим третью и четвертую строки на 7.  

Затем умножим третью строку на 
2
1  и сложим результат с четвертой строкой. 

А  ~ 
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. 

 
Последняя, четвертая, строка полученной ступенчатой матрицы означает, что сис-

тема уравнений, равносильная данной системе, содержит противоречивое уравнение 
70000 4321 −=⋅+⋅+⋅+⋅ хххх , следовательно, она несовместна. Тогда и данная система 

уравнений тоже несовместна. 

Пример 2. Решить методом Гаусса систему уравнений 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
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−=+−+
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47432
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. 

Решение. Запишем расширенную матрицу данной системы уравнений:  
 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝
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−
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47432
52153
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А . 

 
Умножим сперва первую строку на (-1) и сложим со второй строкой, затем умно-

жим первую строку на (-3) и сложим с третьей строкой и, наконец, умножим первую 
строку на (-2) и сложим с четвертой строкой. После этого сложим вторую строку с 
третьей, затем сложим вторую строку с четвертой.  

 

А  ~ 
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⎜
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Нулевые строки отбрасываем. Остается система уравнений: 

⎩
⎨
⎧

−=+−
=+−+

21710
1532

432

4321

ххх
хххх

  

Будем считать 3х  и 4х  свободными неизвестными. Из второго уравнения системы 
найдем 2х : 21710 432 −−= ххх . Подставив найденное значение 2х  в первое уравнение, 
получим: 153)21710(2 43431 =+−−−+ ххххх , или 15343420 43431 =+−−−+ ххххх . 
Откуда 52917 431 ++−= ххх . 

Таким образом, данная система имеет бесчисленное множество решений. Ее об-

щее решение: 
⎩
⎨
⎧

−−=
++−=
21710

52917

432

431

ххх
ххх

. 
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Пример 3. Решить методом Гаусса систему уравнений 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++
=++

235
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82
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321
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ххх
ххх

. 

 
Решение. Рассмотрим расширенную матрицу системы уравнений 
 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

235011
111104
151310
80121

А . 

 
Умножим первую строку на (-4) и сложим с третьей строкой, затем умножим пер-

вую строку на (-1) и сложим с четвертой строкой. Затем умножим вторую строку на 8 и 
сложим с третьей строкой, а также прибавим вторую строку к четвертой. Получим 
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80121

. 

 
Разделим третью строку на 3, а четвертую строку на 2 и поменяем местами третью 

и четвертую строки; после этого умножим третью строку на (-7) и сложим с четвертой 
строкой. 

 

В  ~ 

⎟⎟
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⎟

⎠

⎞
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⎜
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⎛
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 ~ 

⎟⎟
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⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−− 7218000
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Следовательно, первоначальная система уравнений сводится к системе: 
 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=−
=+
=++
=++

7218
153
153
82

4

43

432

321

х
хх
ххх

ххх

 

 
Из последнего уравнения 44 =х . Из третьего уравнения 3315 43 =−= хх . Из вто-

рого уравнения 2315 432 =−−= ххх . Из первого уравнения 128 321 =−−= ххх . 
Таким образом, данная система имеет единственное решение 11 =х , 22 =х , 

33 =х , 44 =х  или (1, 2, 3, 4). 
Метод последовательного исключения переменных при решении системы линей-

ных уравнений был впервые описан К. Гауссом  в 1849 г. Этот метод является универ-
сальным методом решения систем линейных уравнений и удобен при небольших n. Так 
как он является алгоритмичным, то этот метод пригоден и для осуществления на ЭВМ.  
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2.6.3. Решение невырожденных систем линейных уравнений 
Пусть дана система n линейных уравнений с n неизвестными 

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

L

LLLLLL

L

L

2211

22222121

11212111

,
,

  (6.4) 

 
или в матричной форме ВХА =⋅ . 

Матрица А такой системы квадратная. Если определитель этой матрицы Δ=Adet  
отличен от нуля, то система уравнений, как и сама матрица, называется невырожден-
ной. В этом случае существует матрица 1−А , обратная матрице А. Умножив обе части 
уравнения ВХА =⋅  слева на матрицу 1−А , получим ВАХАА ⋅=⋅⋅ −− 11 . Поскольку 

ЕАА =⋅−1  и ХХЕ =⋅ , то  
ВАХ ⋅= −1 .  (6.5) 

Отыскание решения системы уравнений (6.4) по формуле (6.5) называют матрич-
ным способом решения системы. 

Так как матрицей, обратной для невырожденной матрицы А, будет матрица  
 

,1

332313

322212

312111
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⎜
⎜
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⎜
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A  

 
где Aij есть алгебраическое дополнение элемента aij определителя Δ = det (А), то равен-
ство (6.5) можно записать в виде: 
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откуда следует, что  
 

.

.................................................

,

,
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Но nn bAbAbA 1221111 +++ K  есть разложение определителя  
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nnnn

n

n

aab

aab
aab

K

KKKK

K

K

2

2222

1121

1 =Δ  

 
по элементам первого столбца. Определитель Δ1 получается из определителя Δ путем 
замены первого столбца коэффициентов столбцом из свободных членов. Таким обра-

зом, 
Δ
Δ

= 1
1х . Аналогично: 

Δ
Δ

= 2
2х , где определитель Δ2 получен из определителя Δ 

путем замены второго столбца коэффициентов столбцом из свободных членов; точно 

так же 
Δ
Δ

= 3
3х , …, 

Δ
Δ

= n
nх , а любой из определителей Δi  получен из определителя Δ 

путем замены i-го столбца коэффициентов столбцом из свободных членов. Формулы  

Δ
Δ

= 1
1х , 

Δ
Δ

= 2
2х , 

Δ
Δ

= 3
3х , …, 

Δ
Δ

= n
nх       (6.6) 

называются формулами Крамера, по имени швейцарского математика Габриеля Крамера. 
Вывод. Невырожденная система n линейных уравнений с n неизвестными имеет 

единственное решение, которое может быть найдено (помимо метода Гаусса) либо мат-
ричным способом (6.5), либо по формулам Крамера (6.6). 

 
Пример. Решить систему уравнений матричным методом и по формулам Крамера. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
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Решение. 1) Матричный метод. 
 

Выпишем матрицы 
⎟
⎟
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х
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Находим определитель матрицы А : 
 

04522273123
123

132
311

)det( ≠=+−+++=
−

−==Δ А  

 
Так как 0≠Δ , то матрица А  – невырожденная, следовательно, существует обрат-

ная матрица 1−А . Найдем алгебраические дополнения элементов матрицы: 

123
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13
11 =−=

−
−

=А ; 5)32(
13
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−
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32

13 =+=
−
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7)61(
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−
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13
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−

=А ; 1)32(
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11
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1091
13
31

31 =+=
−

=А ; 5)61(
12
31

32 =−−=−=А ; 523
32
31

33 −=−−=
−
−

=А . 

 
Теперь выпишем матрицу 1−А , обратную матрице А: 
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Найдем решение системы по формуле (6.5): 
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или 
⎟
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, отсюда 11 =х , 02 =х , 23 −=х . 

 
2) Решение по формулам Крамера. 
Определитель матрицы системы уже вычислен: 045 ≠=Δ . Составим и вычислим 

определители Δ1, Δ2, Δ3.  

;45010450515
125

130
315

1 =+++++−=
−

−
−

=Δ    

;0105030150
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−

−
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−

=Δ . 

 
По формулам (6.6) находим:  

2
45
90;0

45
0;1

45
45 3

3
2

2
1

1 −=
−

=
Δ
Δ

===
Δ
Δ

===
Δ
Δ

= ххх . 

 
Формулы (6.6) были найдены швейцарским математиком Г. Крамером (G. Cramer) 

и опубликованы в 1750 г. Значение правила Крамера заключается в том, что когда это 
правило применимо, оно дает явное выражение для решения системы через коэффици-
енты этой системы. Матричный метод обычно применяется в случае многократного 
решения систем линейных уравнений с одной и той же невырожденной матрицей. 

 
 

2.6.4. Однородные системы линейных алгебраических уравнений 
Система линейных уравнений называется однородной, если все ее свободные чле-

ны равны нулю: 
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  (6.7) 

 
или в матричной форме Θ=⋅ ХА . 

Так как расширенная матрица А  системы в данном случае получается путем при-
писывания нулевого столбца к основной матрице А системы, то )()( АrAr = . Следова-
тельно, однородная система всегда совместна. Одним из решений системы (6.7) являет-
ся нулевое, или тривиальное, решение 01 =х , 02 =х ,…, 0=пх . Всякое другое решение 
(если оно существует), у которого значение хотя бы одного неизвестного отлично от 
нуля, называется ненулевым (нетривиальным). 

Вопрос о существовании ненулевых решений связан с рангом матрицы системы 
уравнений (6.7). А именно: если ранг матрицы nr = , то система имеет единственное 
нулевое решение. Если nr < , то система (6.7) имеет бесконечно много решений, среди 
которых есть и нулевое решение. 

Таким образом, имеет место: 
Теорема 1. Для того чтобы однородная система линейных уравнений имела нену-

левые решения, необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы системы был меньше 
числа неизвестных. 

Если число уравнений системы совпадает с числом неизвестных, то условие nr <  
равносильно тому, что определитель системы равен нулю. Таким образом, для случая 

nт =  справедлива: 
Теорема 2. Для того чтобы однородная система п  линейных уравнений с п  неиз-

вестными имела ненулевое решение, необходимо и достаточно, чтобы определитель 
системы был равен нулю. 

 

Пример 1. Решить систему уравнений 
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Решение. Найдем определитель системы. 

06891-6-6-2
231
312
121

≠=++=
−

−
=Δ  

Так как 0≠Δ , то данная система имеет единственное нулевое решение 01 =х , 
02 =х , 03 =х . 
 

Пример 2. Решить систему уравнений 
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Решение. Выпишем матрицу системы и найдем ее ранг, приведя к ступенчатому 
виду. Для этого умножим элементы первой строки последовательно на (-2), (-3), (-2) и 
сложим их с соответствующими элементами второй, третьей и четвертой строк соот-
ветственно. Имеем: 



46 
 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−

−−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−−
−−

−−

00110
54440
54350

11121

~

22152
21123
32112

11121

~А  ~ .

54350
54440

00110
11121

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−−
−−

 

 
Последнюю матрицу мы получили, поменяв в предыдущей матрице местами вто-

рую и четвертую строки. Умножим далее вторую строку на 4 и сложим ее с третьей 
строкой, затем умножим вторую строку на 5 и сложим ее с четвертой строкой. Получим: 
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Так как число угловых элементов ступенчатой матрицы равно трем, то ранг мат-

рицы системы равен 3, т. е. 3)( =Аr . Выпишем ступенчатую систему уравнений:  
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−
=−−

=+−+−

.0548
,0

,02

543

32

54321

ххх
хх

ххххх
  

 
Число неизвестных 5=п , т. е. пr < , следовательно, система имеет бесчисленное 

множество решений. Чтобы найти эти решения, будем считать свободными неизвест-
ными 4х  и 5х . Из последнего уравнения ступенчатой системы выразим 3х  через 4х  и 

5х : .
8
5

8
4

543 ххх −=  Подставим полученное выражение во второе уравнение и выразим 

из него 2х : 542542 8
5

8
4;0

8
5

8
4 хххххх +−==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−− . Теперь подставим найденные зна-

чения 2х  и 3х  в первое уравнение системы и выразим 1х : 
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42 5454541 =+−⎟
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8
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8
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541 =−+ ххх ;  
541 8

7
8
4 ххх +−= . 

Общее решение системы: 541 8
7

8
4 ххх +−= ; 542 8

5
8
4 ххх +−= ; .

8
5

8
4

543 ххх −=  

 
Придавая свободным неизвестным 4х  и 5х  всевозможные действительные значе-

ния, можно получить бесконечно много частных решений.  
Решения однородной системы уравнений обладают следующими свойствами: 
1. Если K и L – решения однородной системы, то K+L также является решением 

этой системы. 
2. Если K – решение однородной системы, то αK, где α – число, также является 

решением этой системы. 
Так как К=(k1, k2, …, kn) и L=(l1, l2, …, ln) – векторы линейного арифметического 

пространства Rn, то из указанных свойств следует, что множество всех решений одно-
родной системы линейных уравнений с n неизвестными является подпространством 
пространства Rn и называется пространством решений однородной системы линейных 
уравнений. Любой базис пространства решений однородной системы линейных урав-
нений называется фундаментальной системой решений (ФСР). Другими словами, фун-
даментальная система решений – это такая линейно независимая система решений F1, 
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F2, …, Fk однородной системы уравнений  Θ=⋅ ХА , что каждое решение системы  
Θ=⋅ ХА  является линейной комбинацией решений F1, F2, …, Fk.  

Если ранг матрицы системы Θ=⋅ ХА  меньше числа неизвестных, nr < , то число 
свободных неизвестных равно n-r, следовательно, всякая ФСР этой системы уравнений 
состоит из n-r решений. Находят их обычно следующим образом. Если rxxx ,,, 21 K  на-
бор разрешенных неизвестных, а nrr xxx ,,, 21 K++  свободные неизвестные, рассматрива-
ем n-r наборов значений для свободных неизвестных, в каждом из которых одному не-
известному дается значение 1, а остальным – значение 0. Далее в общее решение сис-
темы подставляем значения свободных неизвестных из каждого набора и находим зна-
чения разрешенных неизвестных. 

  
Пример 3. Найти фундаментальную систему решений однородной системы 

уравнений 
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Решение. Запишем матрицу А системы уравнений и приведем ее к ступенчатому виду: 
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Выпишем систему уравнений с коэффициентами из последней матрицы:  
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В качестве разрешенных неизвестных этой системы удобнее взять х1 и х4 (если 
взять х2, то в общем решении будут дробные коэффициенты), тогда свободными неиз-
вестными будут х2,  х3 и х5. Найдем общее решение системы уравнений: 

⎩
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⎧

++=
−=

.213
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хххх
ххх

  

Найдем ФСР. Возьмем три набора значений для свободных неизвестных: 

.1,0,0
,0,1,0
,0,0,1
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===
===
===

ххх
ххх
ххх

 

Подставляя значения первого набора в общее решение, найдем х1 =5,  х4 =13. Зна-
чит, первое решение из ФСР имеет вид: F1 = (5, 1, 0, 13, 0). Подставляя значения второ-
го и третьего наборов в общее решение, получим: F2 = (0, 0, 1, 2, 0),  F3 = (-1, 0, 0, 1, 1). 

Векторы F1, F2, F3 образуют фундаментальную систему решений данной однород-
ной системы уравнений. 
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Можно оформить нахождение ФСР в виде таблицы (свободные неизвестные и их 
значения выделены): 

х1 х2 х3 х4 х5
5 1 0 13 0 
0 0 1 2 0 
-1 0 0 1 1 

 
 

2.6.5. Общее решение системы линейных алгебраических уравнений 
в векторной форме 

Рассмотрим совместную систему линейных уравнений ВХА =⋅ . Если заменить 
столбец свободных членов В нулевым столбцом Θ, то получится однородная система 

Θ=⋅ ХА , которая называется приведенной для системы уравнений  ВХА =⋅ .  
Можно доказать, что произвольное решение Х совместной системы линейных 

уравнений ВХА =⋅  определяется формулой Х = К + α1F1 + α2F2 + … + αkFk, где К – ка-
кое-нибудь частное решение этой системы, а F1, F2, …, Fk – фундаментальная система 
решений приведенной  системы уравнений, α1, α2, …, αk – произвольные числа. 

Решение совместной системы линейных уравнений ВХА =⋅ , записанное в виде 
Х= К + α1F1 + α2F2 + … + αkFk, называется общим решением системы уравнений в век-
торной форме.  

Так как в качестве частного решения однородной системы уравнений можно взять 
нулевое решение, то общее решение однородной системы уравнений в векторной фор-
ме имеет вид: Х = α1F1 + α2F2 + … + αkFk, где F1, F2, …, Fk – фундаментальная система 
решений данной однородной системы уравнений, а α1, α2, …, αk – произвольные числа. 

Таким образом, общее решение совместной системы уравнений в векторной фор-
ме равно сумме какого-либо частного решения этой системы и общего решения приве-
денной системы в векторной форме. 

 
Пример. Найти в векторной форме общее решение системы линейных уравнений: 
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Решение. Выпишем основную матрицу и расширенную матрицу системы: 
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Приведем расширенную матрицу к ступенчатому виду: 
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Выпишем ступенчатую систему и приведенную ступенчатую систему уравнений: 
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Найдем общее решение неприведенной системы уравнений, считая х4 свободным 
неизвестным: 
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Найдем частное решение этой системы: пусть х4 = 0, тогда х1 = 1, х2 = 0, х3 = 0; 

значит, К = (1, 0, 0, 0) – частное решение данной системы. 
Найдем ФСР приведенной системы уравнений. Сначала найдем общее решение 

приведенной системы, считая х4 свободным неизвестным:  
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Свободное неизвестное одно, поэтому ФСР содержит всего один вектор; при х4 = 

1 получим: х1 = 11, х2 = -9, х3 = 1; F1 = (11, -9, 1, 1). 
Тогда общее решение данной системы уравнений в векторной форме имеет вид: 
Х =  К  + α1F1= (1, 0, 0, 0) + α1 (11, -9, 1, 1), где α1 – любое число. 

 
 

2.7. Собственные векторы и собственные значения матрицы 
 

Пусть А – квадратная матрица порядка n, х – n-мерный вектор. Число λ называется 
собственным значением (или характеристическим числом) матрицы А, если существу-
ет такой ненулевой вектор х, что Ах = λх. Вектор х≠ 0 называется при этом собствен-
ным вектором матрицы А, принадлежащим ее собственному значению λ. 

Из определения следует, что собственный вектор при умножении на матрицу А 
преобразуется в коллинеарный ему вектор, а несобственные векторы преобразуются 
более сложным образом. Понятие собственного вектора является удобным при изуче-
нии многих вопросов матричной алгебры и ее приложений. 

Для того, чтобы найти собственные значения матрицы А, равенство Ах = λх пере-
пишем в виде Ах – λх = 0, или, что то же самое, Ах – λЕх = 0. Умножение матриц дист-
рибутивно относительно сложения, поэтому (А – λЕ) х = 0. Последнее равенство опре-
деляет однородную систему уравнений с квадратной матрицей (А – λЕ) порядка n. Для 
существования ненулевого решения х необходимо и достаточно, чтобы определитель 
этой матрицы был равен нулю: det (А – λЕ) = 0. Определитель det (А – λЕ) является 
многочленом n-й степени относительно неизвестного λ и называется характеристиче-
ским многочленом матрицы А. Уравнение det (А – λЕ) = 0 называется характеристиче-
ским уравнением матрицы А. 

Можно доказать, что множество всех собственных значений матрицы А совпадает с 
множеством всех решений характеристического уравнения det (А – λЕ) = 0 матрицы А. 

Из определения собственного вектора матрицы следует, что если х – собственный 
вектор матрицы А, принадлежащий ее собственному значению λ, то и αх, где α – число, 
тоже собственный вектор матрицы А, принадлежащий собственному значению λ. Обо-
значим через А(λ) множество всех собственных векторов матрицы А, принадлежащих 
собственному значению λ. Нетрудно показать, что множество А(λ) всех собственных 
векторов матрицы А порядка n, принадлежащих собственному значению λ, совпадает с 
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множеством всех решений однородной системы линейных уравнений (А – λЕ)Х = Θ, где 
Х – вектор-столбец неизвестных х1, х2, …,  хn.  

Таким образом, для того, чтобы найти все собственные векторы матрицы А, нужно: 
1) составить и решить характеристическое уравнение det (А – λЕ) = 0; полученные 

значения λi будут собственными значениями матрицы А; 
2) для каждого из собственных значений λi записать систему однородных уравне-

ний (А – λiЕ)Х = Θ и найти ее фундаментальную систему решений  f1
(i), f2

(i), …, fk
 (i);  

3) произвольный собственный вектор х(i) из А(λi) имеет вид  х(i) =  α1f1
(i)

 + α2f2
(i)

 + … 
+  αkfk

(i). 
  
Пример. Найти собственные значения и собственные векторы матрицы 
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Решение. Найдем характеристический многочлен матрицы А: 
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( )( ) ( )( ).45522365

2235125235204125

036106024235
210

230
645

det

22 +−−=−+−−−=

=−−−⋅−=⋅⋅−−−⋅−⋅−=−⋅⋅−⋅⋅−−

−⋅−⋅−⋅⋅+⋅⋅+−⋅−⋅−=
−

−
−

=−

λλλλλλλ

λλλλλλλλλ

λλλλ
λ

λ
λ

λEA

 
Решим характеристическое уравнение:  
( )( ) 1,4,5;0455 321

2 =λ=λ=λ=+λ−λλ− . Матрица имеет три различных соб-
ственных значения. 

1) Найдем множество А(5) всех собственных векторов матрицы А, принадлежащих 
собственному значению λ1 = 5.  

 

Так как 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=−

310
220
640

500
050
005

210
230
645

5ЕА ,  

 

то система линейных уравнений (А – 5Е)Х = Θ имеет вид: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+−

=+

.03
,022

,064

32

32

32

хх
хх

хх
  

 
Найдем общее решение этой системы методом Гаусса: 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

000
100
310

~
1800
100
310

~
1800

400
310

~
640
220
310

~
310

220
640

. 

 

−
⎩
⎨
⎧

=
=

⇒
⎩
⎨
⎧

=
=−

1
3

2

3

32

,0
,0

,0
,03

x
x
x

x
xx

 свободное неизвестное. 
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Придавая свободному неизвестному х1 значение 1, выпишем вектор ( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
0
1

1
1f , со-

ставляющий фундаментальную систему решений (ФСР) данной системы уравнений. 

Произвольный собственный вектор х(1) из А(5) имеет вид  х(1) = α1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
0
1

,  α1– любое дей-

ствительное число, отличное от нуля. 
2) Найдем множество А(4) всех собственных векторов матрицы А, принадлежащих 

собственному значению λ2 = 4.  
 

Так как 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=−

210
210
641

400
040
004

210
230
645

4ЕА ,  

 

то система линейных уравнений (А – 4Е)Х = Θ имеет вид: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+−

=++

.02
,02

,064

32

32

321

хх
хх

ххх
  

 
Найдем общее решение этой системы методом Гаусса: 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

000
210
641

~
210

210
641

; 
⎩
⎨
⎧

=+−
=++

.02
,064

32

321

xx
xxx

 

 

Пусть х3 – свободное неизвестное; найдем:  
31331

32

14,0624
,2

ххххх
хх

−=⇒=+⋅+
=

. Та-

ким образом, общее решение системы имеет вид: 
⎩
⎨
⎧

=
−=

.2
,14

32

31

хх
хх

 Придавая свободному 

неизвестному х3 значение 1, выпишем вектор ( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

1
2
14

2
1f , составляющий ФСР этой 

системы уравнений. Произвольный собственный вектор х(2) из А(4) имеет вид х(2) = 

=β1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

1
2
14

, где β1 – любое действительное число, отличное от нуля. 

3) Найдем множество А(1) всех собственных векторов матрицы А, принадлежащих 
собственному значению λ3 = 1.  

 

Так как 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=⋅−

110
220
644

100
010
001

210
230
645

1 ЕА ,  
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то система линейных уравнений (А – Е)Х = Θ имеет вид: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+

=++

.0
,022

,0642

32

32

321

хх
хх

ххх
  

 
Найдем общее решение этой системы методом Гаусса: 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

000
110
644

~
220
110
644

~
110
220
644

; 
⎩
⎨
⎧

=+
=++

.0
,0644

32

321

xx
xxx

 

 

Пусть х3 – свободное неизвестное; найдем: ( ) 31331

32

5,0,0644
,

хххxх
хх

−=⇒=+−⋅+
−=

. 

Таким образом, общее решение системы имеет вид: 
⎩
⎨
⎧

−=
−=

.
,5,0

32

31

хх
хх

 Придавая свободному 

неизвестному х3 значение 1, выпишем вектор ( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=
1
1
5,0

3
1f , составляющий ФСР дан-

ной системы уравнений. Произвольный собственный вектор х(3) из А(1) имеет вид  х(3) = 

=γ1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

1
1
5,0

, γ1 – любое действительное число, отличное от нуля. 

 
Свойства собственных векторов матрицы 

1. Линейная комбинация собственных векторов матрицы, принадлежащих одному 
и тому же собственному значению λ, есть собственный вектор этой матрицы, принад-
лежащий собственному значению λ. 

2. Собственные векторы матрицы, принадлежащие ее различным собственным 
значениям, линейно независимы. 

3. Матрица А порядка n имеет не более n различных собственных значений. 
4. Если матрица А порядка n имеет ровно n различных собственных значений, то 

соответствующие им n собственных векторов образуют базис пространства Rn.  
5. Если А – симметрическая матрица порядка n, то в пространстве Rn существует 

ортонормированный базис, состоящий из собственных векторов матрицы А. 
Замечание. Собственные векторы определяются, прежде всего, для линейного опе-

ратора. Всякий ненулевой вектор х линейного пространства L называется собственным 
вектором линейного оператора Ã, если Ãх = λх при некотором числе λ, которое называ-
ется собственным значением оператора Ã. Линейный оператор определяется матрицей в 
некотором базисе, поэтому собственные векторы и собственные значения линейного 
оператора – это собственные векторы и собственные значения соответствующей матри-
цы. Можно доказать, что подобные матрицы имеют одни и те же  собственные векторы и 
собственные значения. Так как матрицы линейного оператора Ã в различных базисах по-
добны между собой, то задача нахождения собственных векторов и собственных значе-
ний линейного оператора Ã сводится к нахождению собственных векторов и собствен-
ных значений матрицы А, задающей оператор Ã в каком-либо базисе. 
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2.8. Квадратичные формы 
 
Квадратичной формой Q(х1, х2, …, хn) от n неизвестных х1, х2, …, хn называется 

сумма, каждое слагаемое которой является или квадратом одного из этих неизвестных, 
или произведением двух разных неизвестных, взятым с каким-либо коэффициентом. 
Коэффициент при 2

ix  обозначается аii, а коэффициент при произведении ( )jixx ji ≠  – 
через aij + aji, причем aij = aji, поэтому   aij + aji = 2 aij. Например, выпишем в общем виде 
квадратичные формы от двух и трех неизвестных: Q(х1, х2) = 2112

2
222

2
111 2 ххахаха ++ ;  

 Q(х1, х2, х3) = 322331132112
2
333

2
222

2
111 222 ххаххаххахахаха +++++ . 

Симметрическая матрица из коэффициентов aij называется матрицей квадратич-
ной формы. Для квадратичных форм от двух и трех неизвестных это будут соответст-

венно матрицы: 2112
2221

1211 , аа
аа
аа

А =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  и 

.
,
,

,

3223

3113

2112

333231

232221

131211

аа
аа
аа

ааа
ааа
ааа

А
=
=
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=  

 
Квадратичную форму можно записать в матричном виде: 

( ) ( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnnn

n

n

nn

x

x
x

aaa

aaa
aaa

xxхxxxQ
M

K

KKKK

K

K

KK 2

1

21

22221

11211

2121 ,,,  

 
Пример 1. Записать квадратичную форму Q(х1, х2, х3) = 3231

2
3

2
2

2
1 12634 ххххххх −++−  

в матричном виде. 
Решение. Определим элементы матрицы квадратичной формы; выпишем коэффи-

циенты при квадратах неизвестных: а11 = 4, а22 = -3,  а33 = 1; так как отсутствует произ-
ведение х1х2, то 2а12 = 0, значит, и а12 = а21 =0; далее 2а13 = 6, следовательно, а13 = а31 = 3; 
2а23 = -12, следовательно,  а23  = а32 = -6. Матрица данной квадратичной формы имеет 

вид: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
163
630

304
. Запишем квадратичную форму в матричном виде:  

Q(х1, х2, х3) = ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

3

2

1

321

163
630

304

х
х
х

ххх . 

 
Говорят, что квадратичная форма Q(х1, х2, …, хn) имеет канонический вид, если все 

коэффициенты при произведениях неизвестных равны нулю, то есть в ее записи при-
сутствуют только квадраты неизвестных: Q(х1, х2, …, хn) = 22

222
2
111 nnn хахаха +++ K . 

Матрица квадратичной формы в каноническом виде является диагональной. Сущест-
вуют различные способы приведения квадратичной формы к каноническому виду. Рас-
смотрим один из них, а именно метод выделения полных квадратов. 

 
Пример 2. Привести к каноническому виду квадратичную форму: Q(х1, х2, х3) = 

3231
2
3

2
2

2
1 12634 ххххххх −++− . 
Решение. 
1) Вначале выделим полный квадрат при неизвестном, коэффициент при квадрате 
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которого отличен от нуля, например возьмем х1. Выпишем все члены, содержащие х1, и 
дополним это выражение  до квадрата двучлена, предварительно вынося за скобки ко-
эффициент при 2

1х : 
 

.
4
9

4
34

16
94

4
34

4
3

4
3

4
324

4
3

4
3

4
324

4
324

4
6464

2
3

2

31
2
3

2

31

2

3

2

331
2
1

2

3

2

331
2
131

2
131

2
131

2
1

ххххххххххх

хххххххххххххх

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⋅−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅+=

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+

 
Таким образом, исходная форма будет иметь вид:  

Q(х1, х2, х3) = 32
2
3

2
2

2

3132
2
3

2
2

2
3

2

31 12
4
53

4
34123

4
9

4
34 ххххххххххххх −−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−+−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + . 

 
Теперь выделяем полный квадрат при неизвестном х2, коэффициент при квадрате 

которого отличен от нуля. Выпишем все члены, содержащие х2, и дополним это выра-
жение до квадрата двучлена, предварительно вынося за скобки коэффициент при 2

2х : 
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) .122342223

2222343123
2
3

2
32

2
3

2
332

2
2

2
3

2
332

2
232

2
232

2
2

хххххххх

ххххххххххх

++−=−+⋅⋅+−=

=−+⋅⋅+−=+−=−−  

 
После этого исходная форма примет вид: Q(х1, х2, х3) =  

( ) ( ) .
4
31023

4
34

4
51223

4
34 2

3
2

32

2

31
2
3

2
3

2
32

2

31 ххххххххххх ++−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−++−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  

  

Обозначив 33322311 ,2,
4
3 хуххухху =+=+= , получим канонический вид исход-

ной формы:  

Q1(у1, у2, у3) = 2
3

2
2

2
1 4

31034 ууу +− . Формулы 33322311 ,2,
4
3 хуххухху =+=+=  

являются формулами невырожденного линейного преобразования, которое приводит 
исходную квадратичную форму к каноническому виду. 

2) Теперь выполним приведение квадратичной формы к каноническому виду по-
другому. Вначале выделим полный квадрат при неизвестном х3, коэффициент при квад-
рате которого отличен от нуля. Выпишем все члены, содержащие х3, и дополним это 
выражение до квадрата двучлена:  

( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) .36369636363

6363632

632126

2
221

2
1

2
213

2
21

2
213

2
21

2
21213

2
3

213
2
33231

2
3

хххххххххххх

хххххххх

ххххххххх

−+−−+=−−−+=

=−−−+−⋅⋅+=

=−⋅⋅+=−+

 

 
После этого исходная квадратичная форма принимает вид: 

( ) ( ) 2
221

2
1

2
213

2
221

2
1

2
213

2
2

2
1 3936563363696334 хххххххххххххххх −+−−+=−+−−++− . 

 
Теперь выпишем все члены, содержащие х1, и дополним это выражение  до квад-

рата двучлена:  

.
5

324
5

185

5
18

5
18

5
1825

5
365365

2
2

2

21

2

2

2

221
2

121
2

121
2

1

ххх

ххххххххххх

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=+−  
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Таким образом, исходная квадратичная форма будет иметь вид: Q(х1, х2, х3) = 

( ) 2
2

2

21
2

321 5
324

5
18563 хххххх +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+− .  

 

Обозначив 232123211 ,
5

18,63 хzххzхххz =+=+−= , получим канонический вид 

исходной формы: Q2(z1, z2, z3) = 2
3

2
2

2
1 5

4645 zzz +− . 
 
Канонический вид квадратичной формы не является однозначно определенным, 

так как одна и та же квадратичная форма может быть приведена к каноническому виду 
многими способами. Однако полученные различными способами канонические виды 
одной и той же квадратичной формы обладают рядом общих свойств. Одно из наиболее 
важных свойств – закон инерции квадратичной формы, который можно сформулиро-
вать следующим образом: число слагаемых с положительными (отрицательными) ко-
эффициентами в каноническом виде квадратичной формы не зависит от способа при-
ведения формы к каноническому виду, то есть однозначно определяется самой исходной 
формой. Число ненулевых слагаемых в каноническом виде квадратичной формы назы-
вается ее рангом. Ранг квадратичной формы равен рангу матрицы этой формы. 

Если  в квадратичную форму Q(х1, х2, …, хn) подставить вместо неизвестных х1, х2, 
…, хn числа k1, k2, …, kn, то получится значение квадратичной формы Q (k1, k2, …, kn) на 
векторе (k1, k2, …, kn) или при х1 = k1, х2 = k2, …, хn = kn.  

Квадратичная форма Q(х1, х2, …, хn) называется положительно определенной, если 
ее значение на каждом ненулевом векторе положительно.   

Квадратичная форма Q(х1, х2, …, хn) называется отрицательно определенной, если 
ее значение на каждом ненулевом векторе отрицательно.   

Квадратичная форма Q(х1, х2, …, хn) называется неотрицательной (неположи-
тельной), если ее значение на каждом векторе неотрицательно (неположительно). 

Неотрицательные и неположительные формы называются знакопостоянными. В 
каноническом виде знакопостоянной формы все коэффициенты имеют одинаковые 
знаки; если форма Q(х1, х2, …, хn) строго положительная (отрицательная), то ее канони-
ческий вид содержит ровно n слагаемых. Квадратичная форма, рассмотренная в приме-
ре 2, не является знакопостоянной, так как ее канонический вид содержит два положи-
тельных и один отрицательный коэффициент. Можно доказать, что квадратичная фор-
ма положительно (отрицательно) определена тогда и только тогда, когда все собствен-
ные значения ее матрицы положительны (отрицательны).  

Для выяснения вопроса о знакопостоянстве квадратичной формы также применя-
ется критерий Сильвестра. Прежде чем сформулировать его, введем понятие углового 
минора матрицы. Угловым минором порядка k матрицы называется определитель Δk, 
элементы которого стоят на пересечении первых k строк и первых k столбцов данной 
матрицы:  

 

kkkk

k

k

k

aaa

aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

aa
aa

a

K

KKKK

K

K

K

21

22221

11211

333231

232221

131211

3
2221

1211
2111 ,,,, =Δ=Δ=Δ=Δ . 

 
Критерий Сильвестра. Справедливы следующие утверждения: 
1. Квадратичная форма Q(х1, х2, …, хn) положительно определена тогда и только 

тогда, когда все угловые миноры ее матрицы положительны. 
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2. Квадратичная форма Q(х1, х2, …, хn) отрицательно определена тогда и только 
тогда, когда все угловые миноры четного порядка ее матрицы положительны, а все уг-
ловые миноры нечетного порядка отрицательны. 

 
Пример 3. Выяснить, является ли квадратичная форма Q(х1, х2, х3) = 

323121
2
3

2
2

2
1 642345 ххххххххх −−+++   знакопостоянной?  

Решение. Выпишем матрицу квадратичной формы, для этого найдем ее элементы:  
а11 = 5, а22 = 4,  а33 = 3, а12 = а21 = 2:2 =1, а13 = а31 = (-4):2 = -2, а23 = а32 = (-6):2 = -3. 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
332
341
215

А . 

 
Вычислим угловые миноры матрицы А:  
 

.8453166660
332
341
215

,191145
41
15

,55 321 =−−−++=
−−

−
−

=Δ=⋅−⋅==Δ==Δ

 
Так как 0,0,0 321 >Δ>Δ>Δ , то по критерию Сильвестра данная квадратичная форма 
является положительно определенной.  
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3. РЕШЕНИЕ ПРИМЕРНЫХ ЗАДАНИЙ 
 
 

1. Выполнить действия: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 10

01
4

32
50

2
41
32 Т

. 

Решение. Сначала выполним транспонирование матрицы: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 35

20
32

50 Т

.  

Далее выполним умножение матриц на числа, а затем вычитание и сложение матриц: 
 

( )

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−+−−

+−+−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅
⋅⋅

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅⋅
⋅⋅

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

1111
16

4340101
043402

40
04

610
40

41
32

1404
0414

3252
2202

41
32

10
01

4
32

50
2

41
32 Т

 

 
2. Найти, если можно, произведения матриц АВ и ВА:  

1) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

9
8
7

,
654
321

ВА ; 2) ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=−=

0
3
5

,412 ВА . 

Решение. 1) Число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В, поэтому 
произведение матриц существует: 121332 ××× =⋅ СВА . Нужно умножить каждый элемент 
строки матрицы А на соответствующий элемент столбца В и полученные произведения 
сложить: 

12122
50

544028
27167

968574
938271

9
8
7

654
321

×=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅+⋅
⋅+⋅+⋅

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅ СВА . 

В результате получилась матрица, содержащая две строки и один столбец.  
Так как число столбцов матрицы В не равно числу строк матрицы А ( 21 ≠ ), то 

произведение матриц 3213 ×× ⋅ АВ  не существует.  
Замечание. В том случае, когда второй множитель содержит более одного столб-

ца, то удобно выполнять умножение строк первого множителя последовательно на пер-
вый столбец, затем на второй, на третий и т. д. 

 
2) В матрице А одна строка и три столбца, а в матрице В – три строки и один стол-

бец, поэтому произведение матриц 111331 ××× =⋅ СВА  существует; в результате получится 
матрица, состоящая из одного элемента – квадратная матрица первого порядка: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ).7310043152
0
3
5

412 =−+=⋅+⋅−+⋅=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅−=⋅= ВАС  

Произведение матриц ВА также существует, в результате получится квадратная 
матрица третьего порядка: 333113 ××× =⋅ DАВ , т. е. ВААВ ≠ . Заметим, что каждая строка 
матрицы В и каждый столбец матрицы А состоит из одного элемента, поэтому каждый 
элемент матрицы D  является произведением соответствующих элементов: 
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( )
( )
( )
( )

.
000

1236
20510

401020
431323
451525

412
0
3
5

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅−⋅⋅
⋅−⋅⋅
⋅−⋅⋅

=−⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=⋅= АВD  

  

3. Даны матрицы ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

21
46

,
352

013
ВА . Выяснить, какие из следующих 

действий можно выполнить:  
;)6;)5;)4;)3;)2;)1 ВААВВВААВАВА ТТТ ++++  
АААААВВААВВА ТТТТТТТТ )12;)11;)10;)9;)8;)7 . 

 
Решение.  
1. 2232 , ×× ВА  – матрицы имеют неравное число столбцов, складывать их нельзя. 
2. 2223 , ×× ВАТ  – матрицы имеют неравное число строк, складывать их нельзя. 
3. ТАА 2332 , ××  – матрицы имеют неравное число строк и столбцов, складывать их 

нельзя. 
4. Матрицы В и ВТ – квадратные второго порядка, их сумма существует: 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−+

++
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=+
45

512
2241

1466
24

16
21

46ТВВ . При сложении квадрат-

ной матрицы с транспонированной к ней матрицей всегда будет получаться симмет-
ричная матрица. 

5. Произведение 2232 ×× ⋅ ВА  не существует, так как число столбцов матрицы А не 
равно числу строк матрицы В. 

6. Произведение 323222 ××× =⋅ САВ  существует:  
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) .
6111
121426

6010143
120206818

320152112231
340654162436

352
013

21
46

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+−−+
−++−+

=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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−⋅+⋅⋅+−⋅⋅+⋅
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⋅ АВ
 

7. Произведение 232223 ××× =⋅ СВАТ  существует: 
( )
( )

( ) ( ) ( )
( )
( )

( )
.

63
141
820

6030
10456
412218

23401360
25411561

22431263

21
46

30
51
23

⎟
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⎜
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⎝
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⎟
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⎜
⎜
⎜

⎝
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⎞

⎜
⎜
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⎝

⎛
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=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=ВАТ

 

8. Произведение ТВА 2232 ×× ⋅  не существует, так как число столбцов матрицы А не 
равно числу строк матрицы ВТ. 

9. Произведение 232223 ××× =⋅ СВА ТТ  существует: 
( )
( )

( ) ( )( )

( )
( )

( )
.

612
1114
126

60120
101206
43818

23104360
25114561

22134263

24
16

30
51
23

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−+
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=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−+⋅⋅−+⋅
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−⋅+⋅⋅+⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=ТТ ВА
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Сравнивая результаты заданий 6) и 9), убеждаемся, что выполняется равенство 
( )ТТТ ВАВА = .  

10. Произведение ТТ АВ 2322 ×× ⋅  не существует, так как число столбцов матрицы ВТ не 
равно числу строк матрицы АТ. 

11. и 12. Произведение матрицы на транспонированную к ней существует всегда, 
в результате получается квадратная симметричная матрица. Однако, если А – не квад-
ратная матрица, то произведения ААТ и АТА – квадратные матрицы неравных порядков. 
Так как в матрице А две строки, то ААТ  – матрица второго порядка, а так как в матрице 
АТ  три строки, то  АТА – матрица третьего порядка. 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
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4. Решить уравнения  AX = B,  AZB = C, если  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

12
21

,
15

23
,

63
21

CBA . 

Решение. 1. Чтобы решить уравнение AX = B, нужно умножить обе его части сле-
ва на матрицу A-1, обратную матрице A, если она существует, тогда X = A-1B. Найдем 

определитель матрицы А: ( ) 0123261
63
21

≠=⋅−−⋅=
−

=Δ А . Далее вычислим алгеб-

раические дополнения элементов матрицы А: ( ) ,22,3,6 211211 =−−=−== ААА  122 =А . 

Запишем матрицу A-1 по формуле ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

=−

2212

21111 1
АА
АА

А
А

: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=−

13
26

12
11А . Проверяем 

равенство ЕАА =⋅ −1 : ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⋅ −

13
26

63
21

12
11АА  = ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

 = Е.  

Находим решение уравнения:  
( )

( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅+⋅−⋅+⋅−

−⋅+⋅⋅+⋅
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
74

1028
12
1

11235133
12265236

12
1

15
23

13
26

12
1Х . 

 
2. Для решения уравнения AZB = C нужно умножить обе его части слева на мат-

рицу A-1, обратную матрице A, а справа – на матрицу В-1, обратную матрице В, если эти 
матрицы существуют; тогда Z = A-1CВ-1. 

Найдем определитель матрицы В: ( ) 0135213
15

23
≠−=⋅−−⋅=

−
=Δ В .  
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Далее вычислим алгебраические дополнения элементов матрицы В:  
2,5,1 211211 −=−=−= ВВВ , 322 =В . Запишем матрицу В-1:  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

=−

35
21

13
11

2212

21111

ВВ
ВВ

В
В

. Проверяем: ВВ-1= Е. 

 
Так как матрица A-1 уже найдена в задании 1), находим решение уравнения по 

формуле Z = A-1CВ-1: =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
35
21

13
1

12
21

13
26

12
1Z  

 
( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅+−−⋅+⋅−
−⋅+−⋅⋅+⋅

−
=

35
21

51
1410

156
1

35
21

11232113
12262216

156
1  

 
( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) .
1724
6260

156
1

35215511
314210514110

156
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+−−−⋅+−−

−+−−−+−
−

=  

 
5. Вычислить определитель матрицы, приведя ее к ступенчатому виду: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

642781
16941
4321
1111

А . 

Решение. Приведем матрицу А к ступенчатому виду с помощью элементарных 
преобразований. Сначала умножим первую строку на (-1) и сложим ее поочередно с 
каждой из остальных строк матрицы. Затем вторую строку умножим на (-3) и на (-7) и 
сложим соответственно с третьей и четвертой строками. И, наконец, умножим третью 
строку на (-6) и сложим с четвертой строкой. Получится треугольная матрица: 

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

6000
6200
3210
1111

~

421200
6200
3210
1111

~

632670
15830
3210
1111

~

642781
16941
4321
1111

А . 

 
В результате этих элементарных преобразований определитель матрицы не изме-

нился (по свойству 6), поэтому вычисляем определитель матрицы А как произведение 
диагональных элементов последней, треугольной, матрицы (по свойству 10): 

126211det =⋅⋅⋅=A . 

6. Определить, при каких значениях α матрица 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

α

α−

46
053
22

 является вырожденной. 

Решение. Квадратная матрица называется вырожденной, если ее определитель ра-
вен нулю. Поэтому нужно составить и решить уравнение 0det =A . Определитель 
третьего порядка вычисляем по правилу треугольника. 

( ) ( )

.2760121036040

60243526320452
46
053
22

α+=−α+α−++=

=⋅⋅−⋅⋅α−−α⋅⋅−⋅⋅+⋅α⋅α−+⋅⋅=
α

α−
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Решаем уравнение 0276 =α+ : 39−=α .  
Данная матрица является вырожденной при 39−=α . 
 
7. Доказать, что система векторов f1(1, -1, 2), f2(1, 2, 0), f3 (2, -1, 1) образует базис в 

R3. Найти координаты вектора а(1, 1, 3) в базисе f1, f2, f3. Выписать матрицу перехода от 
стандартного базиса е1, е2, е3 к базису f1, f2, f3. 

Решение. 1. Для того, чтобы система трех векторов образовывала базис трехмер-
ного арифметического векторного пространства R3, необходимо и достаточно, чтобы 
эти векторы были линейно независимыми. Вычислим определитель, составленный из 
координат этих векторов, разлагая его по элементам третьего столбца: 

 

( ) ( ) 0731052
21
11

1
12
11

10
12

21
2

112
021
211

≠−=⋅++−⋅=
−

⋅+
−
−

⋅−⋅+
−

⋅=
−

−
. 

 
Так как определитель, составленный из координат векторов, отличен от нуля, то 

система векторов линейно независима, то есть векторы f1, f2, f3 образуют базис в R3. 
2. Координатами вектора а(1, 1, 3) в базисе f1, f2, f3 являются коэффициенты α, β, γ 

разложения вектора аr  по этому базису: а = α f1+ β f2+ γ f3.  
Так как (1, 1, 3) = α(1, -1, 2) + β(1, 2, 0) + γ(2, -1, 1) или  (1, 1, 3) = (α+β+2γ, -α+2β-γ, 

2α+γ), то нужно решить систему уравнений: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=γ+α
=γ−β+α−

=γ+β+α

.32
,12

,12
 

Решаем систему методом Гаусса. Выпишем расширенную матрицу системы и 
приведем ее к ступенчатому виду. Для этого сначала перепишем без изменения первую 
строку, ко второй строке прибавим первую, а к третьей строке прибавим первую, ум-
ноженную на (-2). В получившейся матрице ко второй строке прибавим третью, а за-
тем, считая вторую строку рабочей, умножим ее на 2 и прибавим к третьей строке. 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

7700
3210
1211

~
1320
3210
1211

~
1320
2130
1211

~
3102
1121
1211

. 

 
Далее выпишем и решим полученную ступенчатую систему уравнений. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=γ
=β
=α

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=γ−
=γ−β

=γ+β+α

.1
,1
,2

;77
,32

,12
 

Таким образом, а = 2 f1+  f2 –  f3. 
3. Так как по условию задачи предполагается, что координаты векторов f1, f2, f3 

даны в стандартном базисе е1, е2, е3, то матрица перехода от базиса е1, е2, е3 к базису f1, 
f2, f3 состоит из координат этих векторов, записанных столбцами: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−=
102
121

211
*С . 

 

8. Решить систему уравнений  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

,623
,132
,732

321

321

321

ххх
ххх
ххх

 тремя способами.  
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Решение. 1. Решим систему методом Гаусса. Выпишем расширенную матрицу сис-
темы уравнений и приведем ее к ступенчатому виду. Сначала вычтем из первой строки 
третью (для того чтобы первый элемент первой рабочей строки стал равным – 1). Далее 
умножим первую строку на 2 и 3 и сложим соответственно со второй и третьей строками. 
В полученной матрице к третьей строке прибавим вторую.  

 

.
121200
3510
1211

~
9710
3510
1211

~
6123
1132
1211

~
6123
1132
7312

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=А  

 
Ранг матрицы системы равен трем, т. е. числу неизвестных, поэтому данная сис-

тема уравнений имеет единственное решение. Последняя матрица соответствует систе-
ме уравнений: 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=+

=+−−

.1212
,35

,12

3

32

321

х
хх

ххх
  

 
Решая эту систему, получим: ;2,315;1 223 −==⋅+= ххх  ( ) ,11221 =⋅+−−− х  
31 =х . Таким образом, система имеет единственное решение: 31 =х , 1,2 32 =−= хх . 
2. Решим систему уравнений по формулам Крамера. Так как матрица системы со-

стоит из первых трех столбцов расширенной матрицы, то, приводя к ступенчатому ви-
ду расширенную матрицу, мы одновременно привели к ступенчатому виду и матрицу А 
системы уравнений: 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1200
510
211

~
123
132
312

А . 

 
Мы не выполняли перестановки строк или умножения всех элементов какой-либо 

строки на число, отличное от 1, без дальнейшего сложения элементов этой строки с 
элементами другой строки, поэтому определитель полученной треугольной матрицы 
равен определителю матрицы А. Таким образом, ( ) 121211det −=⋅⋅−==Δ A . 

Найдем Δ1, Δ2, Δ3 по правилу треугольника. 

.36217111633213611137
126
131
317

1 −=⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==Δ  

.24612127313623317112
163
112
372

2 =⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==Δ  

.12212621337227311632
623
132
712

3 −=⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==Δ  

Находим по формулам Крамера: 

.1
12
12,2

12
24,3

12
36 3

3
2

2
1

1 =
−
−

=
Δ
Δ

=−=
−

=
Δ
Δ

=
−
−

=
Δ
Δ

= = ххх  
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3. Решим систему уравнений матричным методом. Так как определитель матрицы 
А отличен от нуля, то для нее существует обратная матрица. Найдем алгебраические 
дополнения элементов матрицы А: 

 

,5
23
32

,1
13
12

,1
12
13

131211 −===−=== ААА  

 

,1
23
12

,7
13
32

,5
12
31

232221 −=−=−===−= ААА  

 

.4
32
12

,4
12
32

,8
13
31

333231 ===−=−== ААА  

 
Теперь выпишем матрицу 1−А , обратную матрице А: 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Δ
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1

)(
1

332313
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312111
1

ААА
ААА
ААА

А
А . 

 
Вычислим значения неизвестных: 
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⎛
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⎜
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⎛
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⎞

⎜
⎜
⎜

⎝
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3
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6
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471
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ВА
х
х
х
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Ответ: система уравнений имеет единственное решение: 31 =х , 1,2 32 =−= хх . 
 
9. Найти фундаментальную систему решений однородной системы уравнений и 

записать общее решение системы в векторной форме: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++−
=−+

=+−
=−+−

.037
,033

,0
,0432

432

421

432

4321

ххх
ххх

ххх
хххх

 

Решение. Выпишем матрицу коэффициентов однородной системы уравнений и 
приведем ее к ступенчатому виду с помощью элементарных преобразований. 

Первую и вторую строки матрицы переписываем, затем умножим первую строку 
на (-1) и сложим с третьей строкой. Четвертую строку переписываем без изменения. На 
следующем шаге рабочей строкой будет вторая строка. Умножим вторую строку на (-5) 
и на 7 и прибавим соответственно к третьей и четвертой строкам. На последнем шаге 
перепишем без изменения три первые строки и, умножив третью строку на 2, сложим 
ее с четвертой строкой. 
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Запишем ступенчатую систему уравнений: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+−

=−+−

.042
,0

,0432

43

432

4321

хх
ххх

хххх
 

 
Ранг полученной матрицы равен трем, а значит, и ранг системы тоже равен трем. 

Так как число неизвестных – четыре – больше ранга системы, то одно из неизвестных 
является свободным. Пусть х4 – свободное неизвестное. Выразим остальные неизвестные 
через х4. Из последнего уравнения получим: .2 43 хх =  Далее из второго уравнения: 

42 хх =  и, наконец, из первого уравнения: .0,04232 14441 ==−⋅+− ххххх  Общее ре-
шение системы уравнений имеет вид: .2,,0 43421 ххххх ===  

Так как свободное неизвестное всего одно, то фундаментальная система решений со-
стоит из одного решения, например, при 14 =х  получим: 2,1 32 == хх ; заметим, что 

01 =х  независимо от значений х4. Таким образом, ФСР данной системы уравнений – это 
вектор F = (0, 1, 2, 1), а общее решение системы уравнений в векторной форме имеет вид:  
Х = α(0, 1, 2, 1), где α – любое действительное число. 

10. Проверить, что вектор ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
1

 является собственным вектором матрицы 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

41
23

А . Какому собственному значению принадлежит этот вектор? 

Решение. Из определения следует, что ненулевой вектор х является собственным 
вектором матрицы А, принадлежащим ее собственному значению λ, тогда и только то-
гда, когда выполняется равенство Ах = λх. 

Вычислим произведение матрицы А и данного вектора: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎠

⎞
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⎛
⋅+⋅
⋅+⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
1

5
5
5

1411
1213

1
1

41
23

. 
 
Так как произведение матрицы А на данный вектор преобразует его в коллинеар-

ный ему вектор, то ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
1

 является собственным вектором матрицы А, принадлежащим ее 

собственному значению λ=5. 

11. Найти собственные значения и собственные векторы матрицы: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

32
23

А . 

Решение. Найдем характеристический многочлен матрицы А: 

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( )λ−λ−=+λ−−λ−=

=−λ−=⋅−λ−λ−=
λ−

λ−
=λ−

512323

232233
32

23
det 22EA

 

 
Решим характеристическое уравнение: ( )( ) .5,1;051 21 =λ=λ=λ−λ−  Собствен-

ные значения матрицы – это числа 1 и 5. 
1. Найдем множество А(1) всех собственных векторов матрицы А, принадлежащих 

собственному значению λ1 = 1. Так как 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅−

22
22

10
01

32
23

1 ЕА ,  

то система линейных уравнений (А – Е)Х = Θ состоит из одного уравнения 2х1 + 2х2 = 0. 
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Пусть х2 – свободное неизвестное, тогда х1 = – х2. Придавая свободному неизвест-

ному х2 значение 1, выпишем вектор ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

1
11

1f , составляющий ФСР данной системы 

уравнений. Произвольный собственный вектор х(1) из А(1) имеет вид: х(1) =  =α ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
1
1

, 

где α – любое действительное число, отличное от нуля. 
2. Найдем множество А(5) всех собственных векторов матрицы А, принадлежащих 

собственному значению λ2 = 5. Так как 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅−

22
22

532
253

10
01

5
32
23

5 ЕА , 

 
то система линейных уравнений (А – Е)Х = Θ состоит из одного уравнения: -2х1 + 2х2 = 0. 

Пусть х2 – свободное неизвестное, тогда х1 =  х2. Придавая свободному неизвест-

ному х2 значение 1, выпишем вектор ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
12

1f , составляющий ФСР данной системы 

уравнений. Произвольный собственный вектор х(2) из А(5) имеет вид: х(2) =  β ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
1
1

, где 

β – любое действительное число, отличное от нуля. 
 

12. Выписать матрицу квадратичной формы ( ) .442,, 3231
2
2

2
1321 xxxxxxxxxQ −−+= С 

помощью критерия Сильвестра выяснить, является ли эта квадратичная форма положительно 
определенной.  

Решение. 1. Определим элементы матрицы квадратичной формы, учитывая запись 
в общем виде квадратичной формы от трех неизвестных: Q(х1, х2, х3) = 

322331132112
2
333

2
222

2
111 222 ххаххаххахахаха +++++ . В нашем случае отсутствуют 2

3х  и 

21хх , значит, коэффициенты при этих слагаемых равны нулю. Поэтому элементы мат-

рицы равны соответственно: 0,1,2 332211 === ааа , ,2
2
4,0 31132112 −=

−
==== аааа  

.2
2
4

3223 −=
−

== аа  Следовательно, матрица квадратичной формы имеет вид: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
022
210
202

А . 

 
2. Вычислим угловые миноры матрицы А квадратичной формы:  

Δ1 = 2,  ,2
10
02

2 ==Δ  .12
022
210
202

3 −=
−−

−
−

=Δ  

Так как Δ1>0, Δ2>0, а Δ3<0, то условия критерия Сильвестра не выполняются, сле-
довательно, данная квадратичная форма не является положительно определенной. 

 
13. Найти все значения параметра m, при которых положительно определены 

квадратичные формы: 
1) ( ) 21

2
2

2
121 4, xxmxmxxxQ −+= ; 2) ( ) 3231

2
3

2
2

2
1321 2224,, xmxxxхxxxxxQ −+++= . 
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Решение. 1. Запишем матрицу квадратичной формы и вычислим ее угловые миноры.  
 

.4
2

2
,,

2
2 2

21 −=
−

−
=Δ=Δ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
= m

m
m

m
m

m
А  

 
По критерию Сильвестра, для того чтобы квадратичная форма была положи-

тельно определенной, необходимо и достаточно, чтобы все ее угловые миноры были 
положительны, то есть Δ1>0, Δ2>0. Решаем систему неравенств: 

 

{ .2
;22

,0
;04

,0
2 >⇔

⎩
⎨
⎧

>−<
>

⇔
⎩
⎨
⎧

>−

>
m

mилиm
m

m
m

 

 
Данная квадратичная форма положительно определена при m>2. 
2. Запишем матрицу квадратичной формы и вычислим ее угловые миноры.  
 

.4
21

40
101

,4
40
01

,1,
21

40
101

2
321 m

m
m

m
mА −=

−
−=Δ==Δ=Δ

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=  

 
Для того чтобы квадратичная форма была положительно определенной, необхо-

димо и достаточно, чтобы все ее угловые миноры были положительны, то есть Δ1>0, 
Δ2>0, Δ3>0. Так как Δ1 = 1 > 0 и Δ2 = 4 > 0, то осталось решить неравенство 04 2 >− m . 
Таким образом, данная квадратичная форма положительно определена при -2 < m < 2. 

 
 
 

4. ТРЕНИРОВОЧНЫЙ ТЕСТ 
 
 

1) В матрице 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

=

3675
4461
2013
4852

А  сумма элементов  главной диагонали равна 

 

2) Если матрица 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=
81
26

53
А , то транспонированная матрица АТ имеет вид: 

 

3) Если ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

20
11

,
54

21
ВА , то матрица С = А – 2В имеет вид: 

 

4) Если ( )32,
20
11

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
= ВА , то матрица АВС ⋅= имеет вид: 

5) Определитель 
304
111
022

−−  равен 
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6) Матрица ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ λ−
31
61

 вырождена при λ, равном  

7) Установить соответствие между двумя множествами (каждой матрице поставить в 
соответствие обратную ей) 

1. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

32
10

А   2. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
12

25
А   3. ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

57
23

А  

а) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

37
251А  б) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=−

01
5,05,11А   в) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=−

52
211А  г) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=−

37
251А  

 

8) Характеристическое уравнение матрицы ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

13
24

А  имеет вид: 

 

9) Расширенной матрицей системы уравнений 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−−
=+−+
=−+−

,0442
,0353
,0222

321

321

321

ххх
ххх
ххх

 является матрица 

 
10) Из перечисленных систем несовместной является 

A. 
⎩
⎨
⎧

=+
=+

;42
,23

21

21

хх
хх

 B. 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

;123
,023

21

21

хх
хх

 C. 
⎩
⎨
⎧

=+
=+

;142
,32

21

21

хх
хх

 D. 
⎩
⎨
⎧

=+
=+

.063
,02

21

21

хх
хх

 

 
11) Матрицей квадратичной формы ( ) 3221

2
2

2
1321 6432,, xxxxxxxxxQ −−+=  является 

матрица 

12) Матрице ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 52
21

 соответствует квадратичная форма  

13) Тригонометрическая форма записи комплексного числа z = -2 + 2i  имеет вид: 
14) Если iz 45 −= , то число, сопряженное  z, имеет вид: 
15) Если iz 451 +=  и iz 232 −= , то произведение 21 zz ⋅  равно  
16) Модуль комплексного числа iz 45 −=  равен 
17) Если А = {1, 3, 5, 7}, B = {4, 5, 6, 8}, то А\В и В\А – это множества 
 
 

Ответы: 1) 8; 2) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
825
163ТА ; 3) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

94
03

С ; 4) С = (-2  8); 5) 8; 6) λ = -1;  

7) 1-б, 2-в, 3-а;  8) ;0
13

24
=

λ−
λ−

 9) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−

4142
3531

2212
; 10) С; 11) 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−

030
332

022
; 

12) 2
221

2
1 54 хххх −+ ; 13)  ;

4
3sin

4
3cos22 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
π

= iz  14) ;45 iz +=  15) ;22321 izz +=⋅   

16) 41=z ; 17) А \В = {1, 3, 7}, B\А = {4, 6, 8}. 
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5. ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ 
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТОВ 

 
 

ЗАДАНИЕ 1. Найти 2А + В – 3Е, если Е – единичная матрица второго порядка и: 

1.1. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

15
31

,
24
23

BA ;   1.2. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

23
23

,
40
12

BA ; 

 

1.3. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
75
20

,
21
43

BA ;   1.4. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

03
20

,
42
63

BA ; 

 

1.5. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

30
23

,
53
12

BA  ;   1.6. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
12
53

,
30

24
BA ; 

 

1.7. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

40
22

,
31
25

BA ;   1.8. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

52
43

,
10
72

BA ; 

 

1.9. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
11

03
,

35
21

BA ;   1.10. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

41
30

,
32
14

BA . 

 
ЗАДАНИЕ 2. Найти произведения АААА ТТ ⋅⋅ , , если: 

2.1. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
152
403

А ; 2.2. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
678
012

А ; 2.3. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
=

403
212

А ; 

 

2.4. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

042
653

А ; 2.5. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
=

240
678

А ; 2.6. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

121
453

А ; 

 

2.7. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
722
103

А ; 2.8. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

730
529

А ;  2.9. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

520
1116

А ; 

 

2.10. .
301
162
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=А  

 
ЗАДАНИЕ 3. Решить уравнения  AX = B,  YB = A, если это возможно: 

3.1. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

15
31

,
24
23

BA ;   3.2. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

23
23

,
40
12

BA ; 

 

3.3. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
75
20

,
21
43

BA ;   3.4. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

03
20

,
42
63

BA ; 

 

3.5. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

30
23

,
53
12

BA  ;   3.6. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
12
53

,
30

24
BA ; 

 

3.7. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

40
22

,
31
25

BA ;   3.8. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

52
43

,
10
72

BA ; 

3.9. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
11

03
,

35
21

BA ;   3.10. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

41
30

,
32
14

BA . 
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ЗАДАНИЕ 4. Определить, при каких значениях α матрица А является вырожденной: 

4.1. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ α
=

43
25

А   4.2. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

α
=

32
21

А   4.3. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−α
−

=
3
25

А  

 

4.4. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ α
=

59
23

А   4.5. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α−

=
2

53
А   4.6. ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α−

=
2

54
А  

 

4.7. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −α
=

21
43

А   4.8. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
α

=
64

32
А   4.9. ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α

=
4
21

А  

 
4.10. ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α−

=
2
34

А  

 
ЗАДАНИЕ 5. Решить систему уравнений тремя способами: 

5.1. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

,623
,132
,732

321

321

321

ххх
ххх
ххх

 5.2. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=++
−=++
=+−

,344
,42
,322

321

321

321

ххх
ххх
ххх

 5.3. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=+−

,325
,642
,123

321

321

321

ххх
ххх
ххх

 

 

5.4. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
=−+
−=+−

,722
,113
,432

321

321

321

ххх
ххх
ххх

 5.5. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
−=−−
=+−

,6243
,92

,12423

321

321

321

ххх
ххх
ххх

 5.6. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−+
=−+

−=−+

,534
,2

,4638

321

321

321

ххх
ххх
ххх

 

 

5.7. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
−=−+
=−+

,12638
,2
,934

321

321

321

ххх
ххх
ххх

 5.8. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=+−

,42
,644
,022

321

321

321

ххх
ххх
ххх

 5.9. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=++
=++
=−−

,35
,1243
,032

321

321

321

ххх
ххх
ххх

 

 

5.10. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=+−

.1942
,1425

,93

321

321

321

ххх
ххх
ххх

 

 
ЗАДАНИЕ 6. Найти фундаментальную систему решений однородной системы 

уравнений и записать общее решение системы в векторной форме:     

6.1. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++−
=−+

=+−
=−+−

.037
,033

,0
,0432

432

421

432

4321

ххх
ххх

ххх
хххх

    6.2. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−+−
=+−

=−+−
=−+

.0234
,0

,0432
,033

4321

432

4321

421

хххх
ххх

хххх
ххх

 

 

6.3. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−++
=−++
=+++−
=−++

.0423
,05534
,032

,032

4321

4321

4321

4321

хххх
хххх
хххх
хххх

   6.4. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−+
=+++
=+−+
=+−+

.01462
,025
,0114
,042

431

4321

4321

4321

ххх
ххх
хххх
хххх

 

 

6.5. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−+
=+−+

=+−
=+−+

.04107
,06453

,018153
,0432

4321

4321

432

4321

хххх
хххх

ххх
хххх

   6.6. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−−+
=−++
=−++
=−++

.0343
,032
,02453

,032

4321

4321

4321

4321

хххх
хххх
хххх
хххх
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6.7. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−−
=+−+−
=++−
=+++−

.03114
,023
,0113
,02

431

4321

4321

4321

ххх
хххх
хххх
хххх

   6.8. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−+
=+++
=+++−
=+++−

.01426
,025

,0114
,042

421

4321

4321

4321

ххх
хххх
хххх
хххх

 

 

6.9. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−+−
=−++
=−++
=−++

.0433
,032
,02543

,023

4321

4321

4321

4321

хххх
хххх
хххх
хххх

   6.10. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−
=+−+
=−++
=−+

.078
,03254

,034
,015183

431

4321

4321

432

ххх
хххх
хххх
ххх

 

 
ЗАДАНИЕ 7. Проверить, что вектор а является собственным вектором матрицы А. 

Какому собственному значению принадлежит этот вектор? 

7.1. а = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

2
2

, А = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
41
23

;    7.2. а = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 4
6

, А = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
22
31

; 

 

7.3 а = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
5
4

, А = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
25
43

;     7.4. а = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
1
3

, А = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
21
34

; 

 

7.5. а = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 2
6

, А = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
41
32

,    7.6. а = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
5
5

,  А = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
43
23

; 

 

7.7. а = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
5
5

, А = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
23
21

;    7.8. а = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
4
4

,  А = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
23
32

; 

 

7.9. а = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 5
4

, А = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
35
42

;   7.10. а = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
2
5

,  А = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
22
51

. 

 
ЗАДАНИЕ 8. Найти собственные значения и собственные векторы матриц: 

8.1. а) ;
32
23
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
 б) .

900
252
247

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−
−−

  8.2. а) ;
25
43
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 б) .

320
050
225

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−
 

 

8.3. а) ;
22
31
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 б) .

211
232

004

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−   8.4. а) ;

41
32
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 б) .

311
021
012

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

 

 

8.5. а) ;
21
34
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
 б) .

111
021
012

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
  8.6. а) ;

25
21
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

 б) .
210
120

113

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
 

 

8.7. а) ;
13
22
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
 б) .

120
030
223

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
  8.8. а) ;

35
42
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
 б) .

210
120

124

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
 

 



71 
 

8.9. а) ;
22
51
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
 б) .

212
044
010

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−   8.10. а) ;

23
32
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
 б) .

411
141

005

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−  

 
ЗАДАНИЕ 9. Выписать матрицу квадратичной формы ( )321 ,, xxxQ . С помощью 

критерия Сильвестра выяснить, является ли эта квадратичная форма положительно оп-
ределенной. Привести квадратичную форму к каноническому виду методом выделения 
полных квадратов. 

9.1. ( ) .6432,, 3231
2
2

2
1321 xxxxxxxxxQ −−+=   

 
9.2. ( ) .4432,, 3221

2
3

2
2

2
1321 xxxxxxxxxxQ −−++=  

 
9.3. ( ) .4252,, 3221

2
3

2
2

2
1321 xxxxxxxxxxQ ++++=    

 
9.4. ( ) .44532,, 3221

2
3

2
2

2
1321 xxxxxxxxxxQ −−++=  

 
9.5. ( ) .244,, 3221

2
3

2
2

2
1321 xxxxxxxxxxQ +−++=  

 
9.6. ( ) .8422,, 3231

2
3

2
2

2
1321 xxxxxxxxxxQ ++−−=  

 
9.7. ( ) .224,, 3231

2
3

2
2

2
1321 xxxxxxxxxxQ −−++=  

9.8. ( ) .4622,, 3221
2
3

2
2

2
1321 xxxxxxxxxxQ −+++=  

 
9.9. ( ) .4422,, 3231

2
3

2
2

2
1321 xxxxxxxxxxQ +−−+=  

 
9.10. ( ) .88522,, 3231

2
3

2
2

2
1321 xxxxxxxxxxQ +−++=  

 
ЗАДАНИЕ 10. Доказать, что система векторов  f1,  f2,  f3 образует базис в R3. Най-

ти координаты вектора  а в базисе  f1,  f2,  f3: 
10.1. f1(1, 2, 5),  f2(-2, 3, 2),  f3(0, -1, -3),  а (-1, 4, 4). 
 
10.2. f1(1, 1, 0),  f2(0, 1, 1),  f3(1, 0, -3),  а (3, 1, -4). 
 
10.3. f1(1, 1, 1), f2(2, 1, 0),  f3(3, 1, 0),  а (5, 1, -2).  
 
10.4. f1(1, -1, 3),  f2(1, 0, 2),  f3(1, 4, 6),  а (2, -5, 1). 
 
10.5. f1(1, -1, 2),  f2(-1, 2, -1),  f3(2, -1, 1), а (3, 0, 5). 
 
10.6. f1(2, 2, 3),  f2(1, 3, 2),  f3(3, 1, 1), а (7, 1, 6). 
 
10.7. f1(3, 1, 5),  f2(-1, 2, 1),  f3(1, 4, 2), а (12, 6, 3). 
 
10.8. f1(2, 1, 4),  f2(-1, 1, 1),  f3(2, 2, 4), а (3, -4, -3). 
 
10.9. f1(2, 1, 1),  f2(-1, 3, 2),  f3(3, -1, 2), а (-4, 11, 7). 
 
10.10. f1(3, 1, 1),  f2(1, 0, 1),  f3(1, 2, 0), а (1, 3, 1). 
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